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Nota do coordenador

Embora a produgao na area de Educagdo Matematica
tenha crescido substancialmente nos tiltimos anos, ainda € pre-
sente a sensacao de que ha falta de textos voltados para professo-
res e pesquisadores em fase inicial. Esta colegio surge em 2001
buscando preencher esse vicuo, sentido por diversos matemati-
cos e educadores matemdticos. Bibliotecas decursos de Licenci-
atura, que tém titulos em Matematica, nao tinham publicagoes
em Educagao Matematica ou textos de Matemdtica voltados para
o professor.

Em cursos de Especializagao, Mestrado e Doutorado com
énfase em Educagio Matematica ainda ha falta de material que
apresente de forma sucinta as diversas tendéncias que se con-
solidam nesse campo de pesquisa. A colegao “Tendéncias em
Educacao Matemética” é voltada para futuros professores, e para
profissionais da drea que buscam de diversas formas refletir so-
bre esse movimento denominado Educagao Matematica, o qual
estd embasado no principio de que todos podem produzir Mate-
mdtica, nas suas diferentes expressoes. A colegio busca também
apresentar topicos em Matematica que tenham tido desenvolvi-
mentos substanciais nas tiltimas décadas e que se possam trans-
formar em novas tendéncias curriculares dos ensinos fundamen-
tal, médio e universitdrio.

Esta colegio é escrita por pesquisadores em Educacao Ma-
tematica, ou em dada drea da Matematica, com larga experiéncia
docente, que pretendem estreitar as interagoes entre a Universi-
dade que produz pesquisa e os diversos cendrios onde se reali-
za a Educagdo. Cada livro indica uma extensa bibliografia na
qual o leitor podera buscar um aprofundamento em certa Ten-
déncia em Educagio Matematica.




Neste livro, 0s autores analisam como que praticas de in-
vestigacdo desenvolvidas por matematicos podem ser trazidas
para a sala de aula. Eles mostram resultados de pesquisas ilus-
trando as vantagens e dificuldades de se trabalhar com tal pers-
pectiva em Educagio Matematica. Geragéo de conjecturas, re-
flexao e formalizagao do conhecimento sio aspectos discutidos
pelos autores ao analisarem os papéis de alunos e professores
em sala de aula, quando lidam com problemas em dreas como
geometria, estatistica e aritmética.

Este livro certamente levard o leitor a outros titulos da co-
legao, na medida em que lida com temas como, por exemplo, o
papel da informadtica em investigagies e temas relacionados a
psicologia da Educagdo Matematica.

Os autores deste livro sdo portugueses, o que significaum
passo a mais no processo de internacionalizagao da colegiao. O
primeiro autor tem diversas passagens por centros de Educa-
gao Matemadtica do Brasil a partir da década de 80, ja tendo
também participado de diversos congressos nacionais e inter-
nacionais no Pais, Ele j publicou diversos trabalhos, incluin-
do em periddicos brasileiros, sobre temas como: O papel das
calculadoras na aprendizagem de Matematica; Informatica e
Educagao Matematica e Formacao inicial e continuada de pro-
fessores de matematica.

Marcelo C. Borba’

* Coordenador da Colegao “Tendéncias em Educagdo Matemdtica”, ¢ Licen-
ciado em Matemadtica pela UFR], Mestre em Educacido Matemitica pela
UNESP, Rio Claro/SP e doutor nessa mesma area pela Cornell University,
Estados Unidos. Atualmente, é professor do Programa de Pos-Graduacdo
em Educagdo Matemitica da UNESP, Rio Claro/SP. F também autor de
diversos artigos e livros no Brasil e no exterior e participa de diversas comis-
stes em nivel nacional e internacional.
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Introducan

Pode o trabalho de investigagao dos matematicos servir
de inspiragao para o trabalho a realizar por professores e alu-
nos nas aulas de Matematica? Essa questao geral suscita uma
discussao sobre o que sio atividades de investigacao matema-
tica e o papel que podem assumir no ensino e na aprendiza-
gem dessa disciplina. Importa saber se esta ao alcance dos alu-
nos investigar questoes matematicas e de que forma isso pode
contribuir para a sua aprendizagem. Importa também saber
de que compelténcias necessitam 0s professores para promo-
ver esse tipo de trabalho nas suas aulas e que condigoes sao
necessarias para que isso acontega. Essas sao as grandes ques-
toes tratadas neste livro.

Em contextos de ensino e aprendizagem, investigar nao
significa necessariamente lidar com problemas muito sofis-
ticados na fronteira do conhecimento. Significa, tao-s6, que
formulamos questoes que nos interessam, para as quais nao
temos resposta pronta, e procuramos essa resposta de modo
tanto g.anto possivel fundamentado e rigoroso. Desse
modo, i vestigar ndo representa obrigatoriamente trabalhar

O Rigo den
/e yeces

O

em problemas muito dificeis, Significa, pelo contrario, lras
balhar com questoes que nos interpelam e que se apresen-

tam no inicio de modo confuso, mas que procuramos clari--

ficar e estudar de modo organizado.

-~




Couican “Tesotnons i Enccasio NATEMATICA™

Investigar em Matematica assume caracteristicas muito pro-
prias, conduzindo rapidamente a formulacao de conjecturas que
se procuram testar e provar, se for o caso. As investigagoes mate-
maticas envolvem, naturalmente, conceitos, procedimentos e re-
presentacbes matematicas, mas o que mais fortemente as caracteri-
za é este estilo de conjectura-teste-demonstragao.

O interesse por este tema decorre do fato de diversos
estudos em educagao terem mostrado queiny estlgar cunsh-

se, no enlanto, de uma idéia com multos aspectos problcma—
ticos. Por exemplo, nao é evidente o modo de promover nos
alunos (e nos professores) as atitudes e as competéncias ne-
cessdrias para o trabalho de investiga¢ao. Além disso, ha
sempre o risco de propostas de trabalho investigativo resul-
tarem na simples aplicacdo de procedimentos rotineiros,
como fazer tabelas ou procurar regularidades. Finalmente,
nao € 6bvio como pode o professor articular a realizagao de
investigagoes com os outros tipos de atividade que necessa-
riamente terao de existir na sala de aula.

Neste Ilvro tomamos como base umaz:cﬂexao epxstemo-

'expgr}épcna mqtemattca. Mostramos como pode 0 professor

estruturar uma aula ou um conjunto de aulas dedicado a
realizagdo de trabalho investigativo e como pode realizar a
avaliagao dos alunos. Apresentamos uma discussao deta-
lhada, com numerosos exemplos efetivamente vividos em sala
de aula, de atividades de investigagao em tépicos como a
Geometria, 0s Nimeros e a Estatistica. Fazemos igualmente
uma discussdo sobre o lugar que as atividades de investiga-
¢do tém no curriculo de Matematica, mostrando a sua salién-

cia nas atuais orientacbes curriculares de diversos pafses)

incluindo Brasil e Portugal.

Em numerosas experiéncias jd empreendidas com trabalho
investigativo, os alunos tém mostrado realizar aprendizagens de
grande alcance e desenvolver um grande entusiasmo pela Ma-
tematica, Apesar disso, ndo encaramos as investigagoes ma-
tematicas como a chave que permite por si s6 resolver todos

10
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Investigaches matematicas na sala de aula

o0s problemas do ensino da Matemadtica. Ha muitas outras ati-
vidades a realizar na sala de aula. Ha muitos fendbmenos e pro-
blemas a ter em consideragao - alguns deles analisados outros
livros desta colegao, como a comunicagao e linguagem'e o pa-
pel das novas tecnologias informaticas na criagao de novas si-
tuagoes de aprendizagem?.

As idéias apresentadas neste livro foram experimentadas e
refinadas ao longo de todo um percurso de investigacio que se
iniciou em Portugal, nos anos 80 e %0, e que incluiu vérios proje-
tos ¢ diversas teses de mestrado e doutoramento, muitas vezes
em estreita associagao com o uso das novas tecnologias. Neste
livro ndo fazemos referéncia detalhada a esses trabalhos, reme-
tendodesde jd oleitor para outros documentos’. Gostarfamos de
deixar, no entanto, aqui expresso 0 nosso mais vivo agradeci-
mento a todos os professores e investigadores que participaram
neste processo, com destaque para aqueles cujo trabalho assume
uma presenga mais forte neste livro -~ Daniela Oliveira, Irene Se-
gurado, Olivia Sousa e Teresa Olga,

!'Ver BICUDO ¢ GARNICA (2001).
* Ver BORBA e PENTEADO (2001).

* Ver, em especial, ABRANTES, PONTE, FONSECA e BRUNHEIRA (Eds.),
(1999), e também PONTE, COSTA, ROSENDO, MAIA, FIGUEIREDQ e
DIONISIO (Eds.), (2002). Muitos dos textos dessas publicagdes estio dispo-

niveis em hitp:/Aa.fc.ul.pt.
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Investigar em Matematica

Investigar € procurar conhecer o que‘nao se sabe, Com um
significado muito semelhante, sendo equivalente, temos em por-
tugués os termos “pesquisar” e “inquirir”. Em inglés, existem
igualmente diversos termos com significados relativamente pra-
ximos para referir a essa atividade: »esearch, investigate, inguiry,
enquiry. O termo “investigagao” pode ser usado numa variedade
de contextos, falando-se, por exemplo, de investigagao cientifica,
investigacao jornalistica, investigacao criminal e investigagio so-
bre as causas de um acidente, caso em que se usa também o ter-
mo “inquérito”, Por vezes, fala-se em investigagio a propésito de
atividades que envolvem uma procura de informagao, por exem-
plo, fazer uma investigagao ou pesquisa na Internet.

A investigagdo vista pelos matemiticos

Para os matematicos profissionais, investigar é descobrir

relagdes entre objetos matematicos conhecidos ou desconheci-

dos, procurando | identificar as respectivas p_roﬁ?iédade_s. Hen-
ri Poincaré™um dos grandes matematicos co inicio do século XX,

' Henri Poincaré (1854-1912) destacou-se pelos seus trabalhos em Andlise
[nfinitesimal, sendo também considerado o fundador da Topologia. A and-
lise do trabalho de investigagao matemiitica aqui referida foi realizada numa
conferéncia apresentada na Sociedade de Psicologia de Paris, no infcio do
século, publicaaa originalmente em 1908 no Bulletin de {"Institul Geéneral de
Psycologle, n. 3, e republicada em ABRANTES, LEAL e PONTE (1996),

I3
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deixou-nos uma interessante descri¢ao desse processo. Come-
cou por tentar demonstrar a impossibilidade de existéncia de
funcdes com certo tipo de caracteristicas. Acabou por provar
precisamente o contrrio! Concluiu que essas fungdes, afinal,

m (J(-l {‘ .-’(47

2 existem e batizou-as de “fungdes fuchsianas”.
& Segundo o seu relato, essa investigagio desenrolou-se em
- trés fasesbem distintas: uma primeira fase de compilagao de infor-
S Q'\ magao e experimentagao, sem produzir resultados palpiveis, se-
A guida de uma fase de iluminagiostibitae, finalmente, uma terceira

o
A
o

fase de sistematizagio e verificagio dos resultados:

Havia ji quinze dias que me esforcava por demons-
I trar que nao podia existir nenhuma fungdo andloga as
: que depois vim a chamar fungdes fuchsianas. Estava,
| } entio, na mais completa ignorincia; sentava-me todos
" o0s dias & minha mesa de trabalho e ali permanecia uma
[ ou duas horas ensaiando um grande nimero de com-
\’ bina¢des e nao chegava a nenhum resultado. Uma tar-
‘ de, contra meu costume, tomei um café preto e nao
| consegui adormecer; as idéias surgiam em tropel, sen-
| tia que me escapavam, até gue duas delas, por assim
i dizer, se encaixaram formando uma combinagao esta-
| vel. De madrugada tinha estabelecido a existéncia de
Il uma classe de fungdes fuchsianas, as que derivam da
série hipergeométrica. Nao tive mais que redigir os
f resultados, o que apenas me levou algumas horas.

Quis, em continuagao, representar estas fungdes pelo
quociente de duas séries: esta idéia foi completamen-
te consciente e deliberada, era guiado pela analogia
com as fung¢des elipticas. Perguntava a mim mesmo
quais seriam as propriedades destas séries, se é que
l existiam, e logrei sem dificuldade formar as séries que
. chamei tetafuchsianas.®

O que torna particularmente interessante o relato de Po-
incaré é que o momento-chave dessa descoberta ocorreu numa
| altura completamente inesperada - quando procurava adormecer

* POINCARE {1996, p. 9).




Investigaches mazematicas na sala do aula

—sugerindo que o inconsciente desempenha um papel de grande
relevono trabalho criativo dos matematicos. No entanto, nem to-
das as descobertas ocorrem por essa via. O estabelecimento da
existéncia das séries que Poincaré chamou de “tetafuchsianas”
resultou de um trabalhoconsciente e intencional, guiado pela ana-
logia com outras séries matematicas ja bem conhecidas.

Esse autor interroga-se sobre 0 mecanismo que preside a
atividade criativa inconsciente, acabando por concluir que tem
de ser um sentido de apreciagao estética da beleza das relagoes
matematicas:

Quais sd0 os entes matematicos a que atribuimos |[...]
Caracterfsticas de beleza e de elegincia ¢ que sio sus-
ceptiveis de desencadear em nés um sentimento de
emogao estética? Sao aqueles cujos Blementos estio dis-
postos harmoniosamente, de forma a que a mente pos-
sa sem esforgo abragar todo o conjunto penetrando em
todos os seus detalhes, Esta harmonia ésimultaneamente
uma satisfagdo para as nossas necessidades estéticas e
um auxilio para a mente que a sustenta e guia. E, ao
mesmo tempo, ao colocar perante 0s nossos olhos um
conjunto bem ordenado, faz-nos pressentir uma lei ma-
tematica... Assim, é esta sensibilidade estética especial

que desempenha o papel do “crivo™

O processo de criagao matematica surge aqui fértil em acon-
tecimentos inesperados, de movimentos para a frente e para
tras. Essa perspectiva contrasta fortemente com a imagem usu-
al dessa ciéncia, como um corpo de conhecimento organiza-
do de forma l6gica e dedutiva, qual edificio sélido, paradig-
ma do rigor e da certeza absolutas. Outro matematico famoso,
George Polya’, chama-nos a atengdo para o contraste entre
estas duas imagens da Matemdtica: "a Matematica tem duas
faces; é a ciéncia rigorosa de Euclides, mas é também algo

' POINCARE (1996, p. 11-12).

! George Polya (18§7-1985) deixou importantes trabalhos em numerosas
dreas da Matemitica. E o autor de vérios livros dedicados a resolugdo de
problemas, entre os quais o famoso How fo soloe #, traduzido como A arle de
resolver problemas.
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mais... A Matematica em construc¢ao aparece como uma cién-
cia experimental, indutiva, Ambos os aspectos sao tao antigos
quanto a prépria Matematica”. A mesma idéia é sublinhada

pelo matemdtico portugués Bento de Jesus Caraga®

A Ciéncia pode ser encarada sob dois aspectos dife-

' rentes. Ou se olha para ela tal como vem exposta nos

livros de ensino, como coisa criada, e 0 aspecto é o de

um todo harmonioso, onde os capitulos se encadeiam

| em ordem, sem contradigées. Ou se procura acompa-

nha-la no seu desenvolvimento progressivo, assistir a

maneira como foi sendo eloborada, e o aspecto € total-

mente diferente ~ descobrem-se hesitagoes, davidas,

(« contradigoes, que 56 urn longo trabalho de reflexio ¢

[l apuramento consegue eliminar, para que logo surjam

‘\x \‘,,{q outras hesitagoes, outras davidas, outras contradigoes

[...] Encarada assim, aparece-nos como um organismo

\yz/) w viva, impregnadao de condigdo hunana, com as suas for-

gas e as suas fraquezas e subordinado as grandes ne-

cessidades do homem na sua luta pelo entendimento e

pela libertagio; aparece-nos, enfim, como um grande
capitulo da vida humana social’

(?'c{;a/j

98

—y

1:/ Uina investigagao matemadtica desenvolve-se usualmen-

te em torno de um ou mais Lroblemas.j’?ie mesmo dizer-se
que o primeiro grande passo de qualquer investigagao é iden-
tificar claramente o problema a resolver. Por isso, nao é de
admirar que, em Matematica, exista uma relagao estreita entre
problemas e investigagoes. O matematico inglés lan Stewart

indica quais sdo, no seu entender, as caracteristicas dos bons
problemas: !
—————/‘
Um bom problema é aquele cuja solugio, em vez de sim-

plesmente conduzir a um beco sem saida, abre horizontes”
N

* POLYA (1975, p. vii),

* Bento de Jesus Caraga (1901-1948) foi um matemdtico portuguds, conhecido
pela sua capacidade de divulgador e como exemplo de intervengao civica.
A passagem aqui reproduzida é retirada de um dos seus livros mais conhe-
cidos, 0s Con-gitos Fundamentais da Matemitica,

? CARAGA (1358, p. xiii).

(4

Al s G
szol}@M@q_ e (Ve

« (Ut b /; co b Ctvin oL

16




~

o

-~ J

/q éc«_v L

[Bole e

<L eee

£
-

Investigaghes matematicas na sala g aula

b

inteiramente novos [...] Um interessante e autocontido

pedago de Matematica, concentrando-se num exemplo
judiciosamente escolhido, contém normalmente em si
o germe de uma teoria geral, na qual o exemplo surge
como um mero detalhe, a ser embelezado a vontade.”

et Wy 4 B P
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Quando trabalhamos num problema, o nosso objetivo ¢,
nte, - o, para.além de resoly

naturalmente, resolvé-1 lver o

problema proposto, podemos fazer outras descobertas que, em

alguns casos, se revelam tao ou mais importantes que a solucio

- do problema original. Outras vezes, nao se conseguindo resol-

() R I :

“~._ver o problema, o trabalho nao deixa de valer a pena pelas des-
cobertas imprevistas que proporciona. Como diz o matemitico
inglés Andrew Wiles, “é bom trabalhar em ﬂz:lguer problema
contando que ele dé origem a Matematica interessante durante
o caminho, mesmo se nao o resolvermos no final”.’

“/}L‘ o

LAfod €

.

o A,

 Wiles tornou-se famoso por ter conseguido resolver um pro-
blema dificilimo — demonstrar uma célebre afirmacao de Pierre
de Fermat", um matematico francés do século XVIIL Fermat dei-
xou escrito um enunciado nas margens de um livro de Diofanto
que tinha estado a ler. Era seu costume escrever esse tipo de no-
tas, e nesse caso acrescentou “descobri uma demonstragao ver-
dadeiramente admiravel deste teorema que esta margem € mui-
to pequena para conter”, O enunciado, que veio a ser conhecido
como o “Ultimo Teorema de Fermat”, dizia o seguinte:

Se i é um niimero natural maior que 2, ndo existe ne-
nhum terno de niimeros naturais x, y e z, que satisfaga
A equagao:

X"yt = 2"

Essa equagdo é muito semelhante a que surge no teorema
de Pitagoras: x* + 1 = 2% Adiferenga é que, em vez dea?, y e 2%,

*STEWART (1995, p. 17).
“SINGH (1998, p. 184).

" Pierre de Fermat (1601-1665), um dos grandes matemdticos do século XVII
Os elementos aqui indicados foram retirados de |. SEBASTIAO e SILVA
(1967, p. 14-15).

17
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temos agora 2, i, =*. Sabemos, desde Pitagoras - e mesmo an-
tes, segundo alguns estudos em Histéria da Matematica - que
existem infinitas familias de ternos (x,1.2) que satisfazem o teo-
rema de Pitagoras. Dois deles sao, por exemplo, (3,4,5)e(5,12,13),
Fermat diz-nos que o que se verifica deinfinitas maneiras para
2 = 2 ndo se verifica nunca para #> 2.

Durante mais de trezentos anos, essa afirmacao desafiou
asagacidade dos melhores matematicos. Pelo caminho, muitas
demonstragoes foram propostas e todas elas rejeitadas, por se
verificar que continham passos incorretos, A certa altura, mui-
tos matematicos comecaram a pensar que Fermat se deveria ter
enganado, nao chegando a produzir uma demonstragao corre-
ta do seu teorema,

Foi o matemadtico inglés Andrew Wiles, que havia dedica-
do toda a sua vida até entao a trabalhar nessa questao, quem
conseguiu finalmente, em 1994, encontrar uma demonstragao
convincente."

Desde que pela primeira vez encontrei o Ultimo Te-
orema de Fermat, em crianga, ele tem sido a minha
maior paixdo... Tive um professor que realizara inves-
tigaghes em Matematica e que me emprestou um livro
sobre Teoria dos Nimeros, que me deu algumas pis-
tas sobre como comegar a atacd-lo. Para comegar, parti
da hipotese de que Fermat ndo conhecia muito mats
Matematica do que a que eu aprendera.”

Nessa passagem, Wiles sublinha o valor de interessar os
jovens pelas investigagoes matematicas, A afirmagao que os alu-
nos podem envolver-se na realizagio de investigacoes matema-
ticas e que isso € um poderoso processa de construgao do co-
nhecimento é corroborada por outros matematicos:

1 Wiles apresentou uma primeira demonstragio em 1993, que se viria a reve-
lar incompleta. No ano seguinte, no entanto, apresentou uma nova demons-
tragio, realizada em colaboragio com um ex-aluno, que viria a ser aceita
pela comunidade matemtica.

2 GINGH (1998, p. 93},

I8
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|Os alunos podem ter] um sabor da Matematica em
construgao e do trabalho criativo e independente. ..
[Eles podem| generalizar a partir da observagdo de
casos, [usar] argumentos indutivos, argumentos por
analogia, reconhecer ou extrair um conceito matema-
tico de uma situacdo concreta. (PoLya)”

Entre o trabalho do aluno que tenta resolver um pro-
blema de geometria ou de dlgebra e o trabalho de
criagio, pode dizer-se que existe apenas uma diferenga
de grau, uma diferenga de nivel, tendo ambos os tra-
alhos uma natureza semelhante. (Hapamazo)'!

Aprender Matemitica ndo € simplesmente compreen-
der a Matemdtica j4 feita, mas ser capaz de fazer inves-
tigagao de natureza matem"'(""(‘cTTﬁv‘el adequado a
cada a grau de ensing). 56 ¢ assim se pode verdadeiramen-
perceber o que é a ‘Matematica e a sua utilidade na
compreensio do mundo e na intervengao sobre 0 mun-
do. 56 assim se pode realmente dominar os conheci-
mentos adquiridos. S6 assim se pode ser inundado pela
paixao “detetivesca” indispensavel a verdadeira frui-
gao da Matemdtica, Aprender Matemadtica sem forte
intervengio da sua faceta investigativa ¢ como tentar
aprender a andar de bicicleta vendo os outros andar e
recebendo informagao sobre como o conseguem, Isso
ndo chega. Para verdadeiramente aprender é preciso
montar a bicicleta e andar, fazendao erros e aprenden-
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Processos usados numa investigacao matematica

O matematico portugués Carlos Braumann'® relata
uma experiéncia de investigacao que realizou como aluno do

1 POLYA (1981, p. 157 ¢ 101).
“ HADAMARD (1945, p. 104),
1" BRAUMANN (2002, p. 5).

'* Carlos Braumann tem-se dedicado a0 estudo de modelos matemiticos em
Biologia. As referéncias ao seu trabatho sao retiradas de uma conferéncia
realizada em Coimbra, em maio de 2002, no X/ Encontro de Investigagdo em
Edueagdo Matenmidtica (BRAUMANN, 2002).
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ensino secunddrio, a proposito dos nimeros complexos. Um
nimero complexo z, da forma e+bi, em que @ e b s30 nameros
reais e 7 ¢ a unidade imagindria v—1, tem 1 raizes dadas por
certa expressao. Ao calcular raizes de diversos nimeros com-
plexos, observou que, para qualquer nimero, a soma de todas
as raizes era sempre nula, Procurou entdo encontrar uma justi-
ficagio para esse fato. Para isso, recorreu a interpretacao geo-
métrica de um nimero complexo como um vetor, e por analo-
gia com os sistemas de forcas e as respectivas resultantes, mais
se reforcou a sua convicgdo que tal fato deveria ser verdadei-
ro. Nio se dando por satisfeito, procurou uma demonstragao
mais formal, 0 que conseguiu ao fim de bastante trabalho,
mostrando que, no fundo, o problema geral era equivalente 20
problema mais simples de considerar as n raizes de indice 1
da unidade. O problema ficou resolvido mas Braumann nao
ficou completamente satisfeito... Tempos depois, tendo toma-
do conhecimento de uma notacao mais potente para os nume-
ros complexos, e usando a nogao ja sua conhecida de progres-
sao geométrica, descobriu outra demonstragao muito mais
simples e esteticamente mais apelativa para esse fato matema-
tico (em apéndice, o leitor pode ver uma descri¢ao mais por-
menorizada do percurso realizado, baseada no proprio teste-
munho desse matematico).

Podemos dizer que a realizacio de uma investigagao
matemadtica envolve quatro momentos principais’. O primei-
ro abrange o reconhecimento da situagao, a sud exploragio pre-
“liminar e a formulacao de questdes. O segundo momento refe-
g”é re-se ao processo de formulagio de conjecturas. O terceiro inclui
\ﬁ M. a realizacao de testes e o eventual refinamento das conjectu-
o ras. E, finalmente, o tltimo diz respeito a argumentagao, a de-
3 = monstragao e avaliagdo do trabalho realizado. Esses momen-
D tos surgem, muitas vezes, em simultaneo: a formulagio das
5 questdes e a conjectura inicial, ou a conjectura e o seu teste,
_¢ ete. Cada um desses momentos pode incluir diversas ativida-

N des como se indica no Quadro 1.

7 A presente discussao tem por base o trabalhe realizado por PONTE,
FERREIRA, VARANDAS, BRUNHEIRA ¢ OLIVEIRA (1959),
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QUADRO 1- Momentos na realiza¢io de uma investigacio

Exploracao e formulagao | ® Reconhecer uma situagio proble-
de questoes matica

* Explorar a situagio problematica
* Formular questoes

Conjecturas * Organizar dados

* Formular conjecturas (e fazer afir-
magdes sobre uma conjectura)

Testes e reformulacao | = Realizar testes
* Refinar uma conjectura

Justificagao e avaliagao | * Justificar uma conjectura

= Avaliar o raciocinio ou o resulta-
do do raciocinio

Em todos esses momentos pode haver interagao entre va-
rios matematicos interessados nas mesmas questoes, Essa inte-
ragao torna-se obrigatoria na parte final, tendo em vista a divul-
gacdo eaconfirmagao dos resultados. S6 quando a comunidade
matematica aceita como vialida uma demonstracao para um
dado resultado este passa a ser considerado como um teore-
ma. Antes disso, o que temos sio conjecturas ou hipoteses.

Poincaré conjecturou inicialmente que nao existiam fun-
goes com as caracteristicas que ele procurava. Mais tarde, ne-
gou essa conjectura, formulando a conjectura contréria, segun-
do a qual tais fungoes deviam existir, O modo de verificar essa
conjectura surgiu-lhe inesperadamente, mas s6 realizou a de-
monstragao completa numa fase posterior.

Aafirmacao de Fermat, rigorosamente falando, nao foi mais
do que uma conjectura que permaneceu como tal durante virios
séculos. 56 a demonstragao finalmente oferecida por Wiles deu
a comunidade matematica a certeza de que nao existem lernos
(x,y,2) satisfazendo as condi¢des indicadas, encerrando assim a
questdo. Entre Fermat e Wiles, muitas idéias matemalicas
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foram desenvolvidas a partir das tentativas falhadas de demons-

O s

irar o enunciado deixado por aquele matematico francés.

A pequena investigagao relatada por Braumann nasceu
de um trabalho exploratério, de observagao de regularidades
nas raizes dos numeros complexos. Implicita esta a questao:
que relagdes tém entre si essas raizes? Uma observacao de di-
versos casos sugeriu que a sua soma era sempre nula. Uma
analogia fisica com os sistemas de forqas deu grande credibili-
dade intuitiva a essa conjectura. No entanto, Braumann conti-
nuou a trabalhar na questao, procurando uma demonstragao
para a relagio matematica em causa, 0 que viria a conseguir,
mas de modo bastante laborioso. A questao nao ficou completa-
mente encerrada, visto que o autor, tirando partido de uma no-
tagdo mais potente, descobriu mais tarde umanova demonstra-
¢io, que, pela sua simplicidade e elegancia, The agradou muito
mais. Nesse caso, 0 que sobressai nao é a variedade de conjectu-
ras, mas os diversos processos de justificacao e prova sucessi-
mostos em agao. .

Esse trabalho de formulacdo de questdes, elaboragao de
conjecturas, teste, refinamento das questoes e conjecturas ante-
riores, demonstracao, refinamento da demonstragao e comuni-
cacao dos resultados aos seus pares estd ao alcance dos alunos
na sala de aula de Matemética. E o que nos dizem diversos
matematicos e 0 que mostraremos, com exemplos concretos, ao
longo de diversos capitulos deste livro.

- clo
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As investigagdes como tarefas matemdaticas

fﬁjgygs_tigii_gges_mawinétkﬁ constituem uma das ativida-
des que 0s alunos podem realizar e que se relacionam, de muito
perto, com a resolugdo de problemas, Também vimos, a propdsito
do relato de Braumann, como uma investigacao se pode desenca-
dear a partir da resolugao de simples exercicios. O que distingue
entio as investigagoes dos problemas e dos exercicios?

A distinco entre exercicio e problema foi formulada por
Polya e tem-se mostrado muito atil para analisar os diferentes
\ tipos de tarefa matematica. Um problema é uma questao para

mf}:‘ )

2
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a qual o aluno nao dispoe de um método que permita a sua

resolugao imediata, enquanto que um ¢ exercicio é uma questao

quepode ser resolvida usando um métodojd conhecido. E clara
que pode haver exercicios mais dificeis, requerendo a aplicacio
mais ou menos engenhosa de virios métodos e também existem
problemas mais simples ao lado de outros mais complicados.
Em vez de uma dicotomia, temos um confsnuutn entre exercicio
eproblema, e o seu interesse educativo depende de muitos fato-

¢ S
d res para além do seu grau de dificuldade. _
‘g X _Os exercicios e 0s problemas tém uma mml
4 ‘2’ Em ambos os casos, 0 seu enunciado indica claramente 0 que é
y ¢ p dadoeoque é pedido. Nao ha margem para amblgmdades A

solugao ¢ sabida de anteméo, _pelo professor, e a resposta do
aluno ou estd certa ou estd errada. Numa m'veshgaqao as coi-
sas sao um pouco diferentes. Trafa-se de situagdes mais abertas
—a questio ndo estd bem definida no inicio, cabendo a quem
investiga um papel fundamental na sua definigao, E uma vez
> que os pontos de partida podem nao ser exatamente os mesmos,

0s pontos de chegada podem ser também diferentes,

¢
g Na disciplina de Matematica, como em qualquer outra
BN , disciplina escolar, o envolvimento ativo do aluno & uma condi-
3§ g0 fundamental da aprendizagem. O aluno aprende quando
Y wseuueeumsmgnmvoseafehvns comyistaaatin-
‘\g—lg_t_un_qb;ghyo Esse ¢, precisamente, um dos aspectos fortes
© » das investigacoes. Ao requerer a participagio do aluno na for-
7 mulagio das questdes a estudar, essa atividade tende a favore-
cer o seu envolvimento na aprendizagem. il

O conceito de investigacao matematica, como atividade)
de ensino-aprendizagem, ajuda a trazer para a sala de aula o
espirito da atividade matematica genuina, constituindo, por isso,
uma poderosa metdfora educativa. O aluno é chamado a agir /
como um matematico, nao $6 na formulagio de questoes e con-
jecturas e na realizacio de provas e refutagdes, mas também na
apresentagao de resultados e na discussdo e argumentacao com
0s seus colegas e o professor. =)

Né&o advogamos neste livro que o professor se limite a
propor aos seus alunos a realizagao de investigagoes, Ha, sem
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duvida, lugar para os exercicios, 0s problemas, os projetos € as
investigagbes. O grande desafio ¢ articular esses diferentes ti-
pos de tarefa de modo a constituir um curriculo interessante e
equilibrado, capaz de promover 0 desenvolvimento matema-
tico dos alunos com diferentes niveis de desempenho.
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| Capitulo 1 M
'y
. E’
A aula de investigacao 5?
R
R
A, 2
sumindo que as investiga¢des matematicas sdao um s
tipo de atividade que todos 0s alunos devem experimentar, co- s
loca-se a questao de saber como serd possivel realizd-las na ‘\I
sala de aula de Matematica. Como organizar o trabalho? Que
etapas percorrer? O que se pode esperar do desempenho dos 5
alunos? Qual pode ser o papel do professor? Y
Pode sempre programar-se 0o modo de comegar uma inves- 7
Ugaq'é""“‘éis‘h"‘uﬁ“ca-s'é‘s'ﬁﬁ’é“como elaira acabar. A variedade de N
percursos que os alunos seguem, Os Seus avangos e recuos, as v
divergéncias que surgem entre eles, 0 modo como a turma reage ‘“'\
as intervengoes do professor sao elementos largamente impre- A
visiveis numa aula de investigagao. Neste capitulo discutimos by
0s prmcnpals aspectos a ter em conta numa aula em que os §
“alunos fazem investigacoes, evidenciandoa multiplicidade de 3
situagbes que podem ocorrer, : 2%
Uma atividade de investigacio desenvolve-se habitual- = &
mente em trés fases (numa aula ou conjunto de aulas): (i) intro- |~ ©
dugdo da tarefa, em que o professor faz a proposta a turma, \z(
oralmente o u por escrito, (ii) realizacdo da investigagao, indivi- | » \\
dualmente, aos pares, em pequenos grupos ou com toda a tur- A\
ma, e (iii) discussao dos resultados, em que os alunos relatam .‘QJ O
aos colegas o trabalho realizado. Essas fases podem ser con- N
cretizadas de muitas maneiras. Neste livro apresentamos
aquela que tem vindo a ser a mais utilizada pelos profesqorcs y
] 3 W S " € U ik o
s 077 LT G L e sl
= o2 éot ol & Covvvprod BB
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(@0, em pequenos grupos e, finalmente, a discussao dos resulta-
dos, em grande grupo.

| Nesse capitulo iremos também debrugar-nos sobre o pa-

i pel do professor nas aulas de investigacao. Existe, por vezes, a

‘ idéia de que, para que o aluno possa, de fato, investigar, é neces-
sdrio deixa-lo trabalhar de forma totalmente auténoma e, como

| tal, o0 professor deve ter somente um papel de regulador daativi-
dade. No entanto, o professor continua a ser um elemento-cha-
ve mesmo nessas aulas, cabendo-lhe ajudar o aluno a compre-
ender o que significa investigar e aprender a fazé-lo.

“\q uma pequena introdugdo, seguida da realizagao da investiga-
Q
LN

O arranque da aula

| Essa fase, embora curta, é absolutamente critica, dela de-
pendendo todo o resto. O professor tem de garantir que todos os
alunos entendem o sentido da tarefa proposta e aquilo que deles se
i espera no decurso da atividade. O cuidado posto nesses momen-
‘ tos iniciais tem especial relevancia quando os alunos tém pouca
ou nenhuma experiéncia com as investigagoes.

Muitas vezes a tarefa é fornecida aos alunos por escrito, 0

que sem duvida é vantajoso, mas nao dispensa uma pequena

introdugio oral por parte do professor. No caso de alunos mais

novos, a leitura conjunta do enunciado podera ser imprescin-

, divel para a sua boa compreensdo, nem que seja somente

| para esclarecer certos termos com que nao estao familiariza-

dos. Contudo, independentemente do nivel etdrio da classe,

hé que garantir, nessa fase inicial, que os alunos compreen-

dem o que significa investigar. Para tal tém de entender a

natureza desse tipo de tarefa, que se afasta bastante das ati-

| vidades mais habituais na sala de aula. De fato, aqui 0 aluno

nio esta perante uma questao bem delimitada a que tem de

dar uma resposta, fazendo mais ou menos cdlculos, mas tem,

ele préprio, de formular as suas questdes com base na situa-
¢do que lhe ¢é apresentada.

Por exemplo, numa tarefa que tem sido utilizada em
diferentes niveis de escolaridade, intitulada Exploragdes com
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.

neirneros, aquilo que se pede ao aluno é que identifique relagoes
entre os nimeros que se encontram num quadro (ver 0 Quadro
2)". Aos alunos, levanta-se imediatamente a questio: “o que é
que é para fazer?”. Terdo de comegar por olhar para a tabela e
observar bem os nlimeros, talvez “brincar” um pouco com eles,
manipula-los, ou seja, a tarefa exige um raciocinio de tipo indu-
tivo, que é algo muito natural no nosso dia-a-dia, mas que, em
geral, esta muito pouco presente nas aulas de Matematica.

QUADRO 2 - Exploragcoes com ntimeros

Procure descobrir relagdes entre os nimeros:
0 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11
12 13 14 15
16 17 18 19

Como sempre, registre as conclusdes que for obtendo.

Essa atitude investigativa na abordagem da tarefa deve
ser estimulada pela introdugao feita pelo professor, o qual po-
derd, em especial com os alunos mais novos, utilizar expres-
soes proximas dessa idéia e que ajudam a clarificar o seu sen-
tido. Por exemplo, incentivar os alunos a serem “pequenos
exploradores” ou a “partirem a descoberta” sao metaforas
que transmitem o sentido de investigagio e que ajudam a
marcar a diferenca em relagao as tarefas a que os alunos es-
tdo mais habituados®.

! Esta tarefa e as que se apresentam mais adiante foram desenvolvidas pela
equipa do projeto MPT — Matennitica para lodos.

! Estes sao alguns dos exemplos relatados em OLIVEIRA (1998),
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No caso dessa tarefa, os alunos facilmente se apercebem,
porexemplo, da localizagao dos ntimeros pares-e dos nUmeros
impares, ou dos miltiplos de 2, porque sdo regularidades mui-
to ébvias no quadro. Essas primeiras constatagoes levam-nos
para outro patamar que € o da formulagio de questies. Assim,
poranalogia, podem questionar-se: *Onde se encontram os mdl-
tiplos de 42", Portanto, a fase de arranque ¢ fundamental para
que oaluno entendaqual éa atitude que o professor espera dele
nessas aulas. =R =

No entanto, se a introdugio inicial do professor for dema-
siadd pormenorizada relativamente ao que “é para fazer”, po-
dera condicionar a exploragio a realizar pelos alunos. Em prin-

cIpio, se a tarefa for suficientemente: rica, nao existe o perigo de

que o professor limite a possibilidade de os alunos estabelece-
rem as suas proprias conjecturas, se der algumas pistas de ex-
ploragio ou pedir a eles algumas sugestoes. Emparticular, quan-
do os alunos estio pouco ou nada familiarizados com as
investigagoes, ¢ importante que tal seja feito, o que além do mais
contribui para que o trabalho progrida posteriormente mais
depressa. Nao devemos esquecer, porém, que a interpretagdo
da tarefa deve ser, ela propria, um dos objetivos dessas aulas,
pelo que, gradualmente, deve esperar-se que o aluno a realize
autonomamente ou com 0s seus colegas.

O sucesso de uma inyestigacao depende também, tal como
de qualquer outra proposta do professor, doambiente deapren-
dizagemque se cria na sala de aula, £ fundamental que o aluno
se sinta a vontade € he seja dado tempo para colocar questoes,
pensar, explorar as suas idéias e exprimi-las, tanto ao professor
como aos seus colegas. O aluno deve sentir que as suas idéias
sio valorizadas e que se espera que as discuta com 05 colegas,
nao sendo necessaria a validagao constante por parte do pro-
fessor.

,/Portanto, na fase inicial de uma investigagao, o professor

. o/ deve procurar criar esse tipo de ambiente e informar os alunos
1 do papel que se propoe desempenhar. Esses devem saber que

podem contar com o apoio do professor, mas que a atividade
\ :iﬂ)ende, essencialmente, da sua propria iniciativa.
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W\ Ao iniciar a investigacao, € importante também que o
‘-" aluno saiba o que lhe é pedxdo, pm termos de produto final.
' Sﬂ’nﬁé—rﬂﬁ\qmlo que ele vai fazer vai ser mosfrﬁbTos?Gle-
' ¢ gas, confere ao seu trabalho um cardter ptiblico, 0 que consti-

‘tui para ele, simultaneamente, um estimulo e uma valorizagdo
pessoal.

Por fim, ¢ de de notar que a fase introdutéria da inv estlg,a-

0 interesse pela tarefa, eo tempo dlspomvcl daaula: se)a bem
¢ aproveitado para a realizagdo da investigacio. Ademais, o
+ professor pode sempre tentar compensar no decorrer da aula
\, algum aspecto que se mostre menos conseguido nessa fase
© inicial.
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O desenvolvimento do traballio

2 A

(R

Tendo sido assegurada, mediante o momento inicial, a -
compreensdo dos alunos acerca da atividade que se ira reali-
zar, o professor passa a desempenhar um papel mais de reta- |

varda. Cabe-lhe entio procurar compreender como o trabalho

dos alunos se vai processando e prestar 0 apoio que for sendo q -2
necessdrio. No caso em que os alunos trabalham em grupo, as -4
interagoes que se geram entre eles sao determinantes no rumo <,
quea investigacao ird tomar. No entanto, ha que ter em aten¢do
que, se 0s alunos nao estao acostumados nem a trabalhar em
grupo nem a realizar investigagoes, fazer entrar na aula, simul-
tancamente, esses dois elementos novos pode trazer alguns pro-
blemas de gestao ao professor.

‘,

{
Ao se propor uma tarefa de investigagao, espera-se que 0s -
alunos possam, de uma maneira mais ou menos consistente,

utilizar os varios i tividade inves- +
' v , N X
tigativa em Matematica. Como referimos, alguns desses proces- }

s0s 5a0: a exploragdo e formulagio de questoes, a formulagao de
conjecturas, o teste e a reformulagao de conjecturas e, ainda, a S A
Jastificaao de conjecturas e avahac;ao do trabalho. 'l

Tomemos como exemplo uma investigagao realizada por
uma turma da 7" série, com cerca de 30 alunos de 12-13 anos,
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em que foi proposta a tarefa Exploragdes com nimeros, referida
na secio anterior. A professora tinha uma boa opinido acerca
desses alunos, em especial, pela forma como aderiam as suas
propostas de trabalho, embora nunca tivesse realizado investi-
gacoes com eles. A investigagao decorreu em duas aulas de 50
minutos, tendo sido gastos uma aula e meia na realizagao da
tarefa em pequenos grupos e o restante do tempona apresenta-
cao oral do trabalho dos diferentes grupos. A professora havia
feito uma breve introducao em que, basicamente, forneceu algu-
mas indicagdes sobre o registro do trabalho que os alunos deve-
riam fazer, uma vez que pretendia recolhé-lo no final da aula.
Sugeriu, por exemplo, que a identificagao das diferentes rela-
cdes encontradas fosse feita com canetas de cores. Em relagdo a
propria tarefa apenas referiu que poderia ser atil prolongar a
tabela e esclareceu alguns alunos sobre o modo como isso pade-
ria ser feito.

Vejamos como se desenvolveu parte do trabalho de um
dos grupos constituido por duas mogas, Telma e Rute, e trés
mogos, André, José e Leandro. Trata-se, segundo a professora,
de um grupo de alunos bastante heterogéneo.

Explorando a situagdo e formulando questdes
_A exploracao inicial da situagao 6 uma etapa na qual os
alunos, muitas vezes, precisam de gastar algum tempo. Aos
“0Ios do professor, porém, pode parecer que nada estd aconte-
cendo e que os alunos estao com dificuldades quanto a essa
atividade. No entanto, essa etapa é decisiva para que depois
os alunos comecem a formular questoes e conjecturas. F;ggsg‘
fase que se vao embrenhando na situagdo, familiarizando-se.-
com os dados e apropriando-se mais plenamente do sentido da
TR A
A situagdo de trabalho em grupo potencia o surgimento

0 m_igg_g!gein.qﬁ\fas para a exploragao da tarefa, o que numa
¢ fase inicial pode ser complicado em termos da autogestio do
o, Brupo. Muifas vezes, um ou dois alunos tomam a lideranga e
\j)ﬁam 0 grupo a centrar-se em certas idéias, facilitando, assim,
< 0 trabalho conjunto.
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Em muitas tarefas de investigacao, os alunos sio leva-
dos a tomegar por gerar (mais) dados e a organizd-los, e s6

depons comegam a conseguir formular questoes Por vezes, as

e ——— .

conjecturas surgem logo na seqiiéncia da manipulagao desses
dados. Por sua vez, o surgimento de conjecturas leva a neces-

sidade de fazer testes, 0 que e poderd exigir que sejam gerados
ainda mais dados,

FOUIINEENSE——

M:(C Yy Sreng

‘Nocaso de tarefas em que o0s alunos procuram regulari-
dades, como a do nosso exemplo, é habitual, apos o surgi-
«  mentodas primeiras questoes e do estabelecimento das pri-
il
(3,' " Mmeiras conjecturas, que os alunos formulem outras questoes
| - e conjecturas por analogia com as anteriores. Esse é um raci-
§ ') "Gt'l'" nio desejavel em todo o tipo de tarefa, sendo uma suges-
. tdo que o professor poderd fazer aos alunbs quando estao
U num impasse, ou simplesmente, para enriquecer a sua inves-
v (C - ligagao.
R No exemplo seguinte, os alunos fazem espontaneamente
esse tipo de raciocinio. Eles se encontram a trabalhar ha ja
algum tempo, tendo identificado diversas relagdes, e come-
gam a procurar os quadrados perfeitos na tabela.

Telma: Vamos tentar com o qué? Com as poténcias, para
ver se dd alguma coisa?

Rita: Com as raizes quadradas?

José: 4 vezes 4, da 16.

Leandro: 4 vezes 4, da 16.

José: 5 vezes 5, d4 25,

Telma: Esta aqui.

José: 6 vezes 6, 36,

Leandro: Estd aqui, nao da.

André; Nao da.

José: Esta na primeira.

Teresa: 7 vezes 7, 49. Também nédo da.

Rute: Vejam as poténcias. A segunda poténcia de qual-
quer coisa.
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Telma: Rute, era o que estavamos a fazer: 1 vezes 1€ 1; 2
vezes 2, sdo 4;3 vezes 3, 9.

Rute: 6 vezes 6, 36. Olha 14, estd aqui na primeira coluna.
Telma: Olha la, Rute.

André: Isso ndo deve dar.

Rute: Diz?

André: As poténcias nao deve dar.

Nesse episodio verifica-se 0 empenho de todos os alunos
na busca de uma regularidade na disposigao dos quadrados
perfeitos. Na seqiiéncia de outras regularidades que haviam
encontrado, os alunos tém em mente certo comportamento para
essas poténcias, mas que nunca expressam verbalmente. Dado
que essa busca se mostra infrutifera, vai decrescendo a convic-
cdo de que é possivel encontrar aquilo que procuram.

Os alunos colocam uma questao, “onde € que se encon-
tram as poténcias [de expoente 2]?”, e tém uma conjectura im-
plicita de que essas poténcias se distribuem de certa forma mas,
ao prosseguirem a andlise da tabela, sentem que esta nao € apoi-
ada pelos dados que possuem. Sobressai, pois, nesse segmento,
um aspecto importante das investigagoes: a formulagao de ques-
toes. Para tal foi necessario que os alunos tivessem conheci-
mento do conceito de poténcia e, em seguida, na formulagao da
conjectura, possuissem, também, certa no¢ao de seqiiéncia. Isso
evidencia como esses alunos procuram integrar 0s seus conhe-
cimentos matematicos na investigagao, algo que o professor deve
estimular no decurso da aula.

[ de salientar, ainda nesse episdio, a atitude dos alunos
de procura de mais e mais regularidades, ndo se sentindo satis-
feitos apos terem descoberto duas ou trés. As proprias caracte-
risticas dessa tarefa poderao ter sido um fator-chave para que
isso acontecesse, uma vez que ela permite uma variedade de
exploragdes de acordo com os conhecimentos mateméticos dos
alunos.

Portanto, nesse episédio os alunos procuram dar respos-
ta a uma questio que s¢ comega a mostrar infrutifera. Essas
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situagdes podem conduzir aum impasse quando os alunos per-
sistem em continuar a exploragao na mesma diregio. A inter-
vengio do professor pode ser muito 1til nesses casos. No exems-
ploconcreto, a intervengao da professora poderia estimular os
alunos a continuarem a sua busca de uma regularidade na dis-
tribuigae dos quadrados perfeitos, ajudando-os a expressar as
suas idéias acerca do tipo de comportamento que procuravam
encontrar na distribuigio desses nimeros.

Formulando e testando conjecturas

As conjecturas podem surgir ao aluno de diversas formas,
por exemplo, por observagao direta dos dados, por manipula-
¢ao dos dados ou por analogia com outras conjecturas. Esse
trabalho indutivo tende, por vezes, a ficar cofifinado ao pensa-
mento do aluno, ndo existindo uma formulagio explicita da
conjectura, tal como vimos no episodio anterior. Outras conjec-
turas sao apenas parcialmente verbalizadas, existindo uma lin-
guagem gestual que completa aquilo que ndo é dito. Por exem-
plo, na tarefa em andlise, os alunos, freqiientemente, indicam
no quadro determinada regularidade, por meio de exemplos,
com a convicgao de que os restantes colegas irdo intuir o mesmo
resultado. Daqui decorre a importancia da realizacdo de um
registro escrito do trabalho de investigacao. E somente quando
se dispoem a registrar as suas conjecturas que os alunos se
confrontam com a necessidade de explicitarem as suas idéias e
estabelecerem consensos e um entendimento comum quanto as

suas realizagoes.

O teste de conjecturas é um aspecto do trabalho investiga-
_tivoque osalunos, em geral, interiorizam com facilidade e que
se funde, por vezes, com o proprio processo indutivo. Isto €, a
m aca ados comega a apontar no sentido de cer-
ta conjectura para logo em seguida essa ser refutada por um
caso em que ndo se verifica. No entanto, existe alguma ten-

déncia dos alunos para aceitarem as conjecturas depois de

T i

e e OTEUISINECY e ” A
as terem verificado apenas num niimero reduzido de casos.
“Essa forma de encarar o teste de conjecturas pode ser combati-

da pelo professor, quer no apoio que concede aos grupos, quer
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na fase de discussao emque 0S alunos podem ser estimulados a
procurar contra-exemplos.

Esses aspectos do processo investigativo observam-se no

epis6dio seguinte e que Surge na seqiiéncia do anterjor. Um
dos alunos, com interesse em quadrados perfeitos, pos-se en-
{0 a adicionar nimeros, em siléncio. Apés um breve instante,
surge-The algo que, de imediato, procura partilhar com os cole-

gas.

André: Espera ai... Vé ld! (dirigindo-se a Telma que esta
sentada ao seu lado) Se somarmos estes dois, vai dar um
nesta fila.

Telma: Vaidar... (confirma com André os calculos deste)
André (agora para todos): Olhald o que € que eut descobri!

André e Telma: Somando estes dois, vai dar um desta fila.
D4 13, Somando 14 e 15, da 29.

Telma: Tchan tchan! (expressando contentamento com a
descoberta)

André: Calma. Agora soma este e véondeéque dd? 4 e 5,9;
8e9, 17.

Rute: Nao, nao da.
André; Vai dar sempre na mesma

Telma (mostrando no papel): Esta bem, mas vai dar na
mesma.

Rute: Entio, estd bem, pronto. Vamos escrever.
Telma: Entdo, v4. Como é que vamos escrever isso?
Rita: “Somando...” Vamos primeiro a esta...

Telma: “Somando os dois primeiros algarismos de cada
linha"...

André: “de cada linha”, ndo, “das duas tltimas colunas”.
Telma: Se somarmos estes dois nimeros, 0 resultado apa-
rece aqui, depois aqui, alternando de um em um. (E conti-
nuam a tentar encontrar uma formulagao que correspon-
daao que tem em mente)
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A conjectura de André, de que a soma de dois elementos
de uma mesma linha que pertengam a terceira e quarta colu-
nas encontra-se na segunda coluna, é facilmente aceita por
todos os colegas. No entanto, esse aluno parece ter em mente
um resultado ainda mais geral e propde ao grupo que teste
também a adi¢do de elementos da primeira com a segunda
coluna. O teste da conjectura, embora muito limitado, ¢ facil-
mente aceito por todos os alunos, com excegao de Rute, inicial-
mente, mas que parece ir ficando convencida pelos exemplos
que lhe mostram. Curiosamente, é essa aluna que imediata-
mente faz a sugestao da escrita das “conclusdes”, o que vai
impedir que tal conjectura seja testada em relagao as outras
colunas.

Ao escreverem a sua conjectura (tiltima‘fala), incluem um
elemento que nao havia sido referido oralmente —a alternincia
de uma linha entre os resultados que se obtém —, mas que parece
ter estado sempre implicito.

Mais uma vez, verifica-se que os alunos tendem a apre-
sentar conjecturas nao completamente explicitas, existindo, po-
rém, uma linguagem nao-verbal, que se apGia nos gestos e na
observacao dos dados, a qual facilita a compreensao miitua.

A importancia que a professora atribuiu ao registro escri-
to é bem interiorizada pelos alunos, que se preocupam em es-
crever, o mais fielmente possivel, 0s seus resultados. O registro
escrito, que se pede numa investigagao como essa, constitui um
desafio adicional para alunos desse nivel de escolaridade, por-

que exige um tipo de representagio que nunca utilizaram.

No entanto, ele desempenha um papel fundamental nesse
tipo de trabalho a védrios niveis e nao deve ser descuidado pelo
professor. Por um lado, a escrita dos resultados permite ao pro-
fessor aceder posteriormente ao trabalho dos alunos de forma a
analisar o seu desempenho e a planificar as aulas seguintes.

_Esses elementos sdo imprescindiveis para o sucesso do mo-
mento de discussao do trabalho realizado, quer para os alu-
‘nos, que assim podem comunicar mais facilmente os seus re-
sultados, quer para o professor que precisa ter um bom
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conhecimento daquilo que cada grupo | fez. Por outro lado, a

Jp%?}aade dos alunos de comunicar matematicamente, cuja
imporlé‘mcia é bem conhecida, pode aqui ser trabalhada de
forma espontanea e genuina para 0s alunos, uma vez que diz
respeito aos seus proprios pensamentos. A adicionar a esses
motivos, haverd a acrescentar e recordar que a escrita dos re-
sultados ajuda os alunos a clarificarem as suas idéias, nome-
adamente a explicitar as suas conjecturas, e favorece o estabe-
lecimento de consensos e de um entendimento comum quanto
as suas realizagoes.

_ O professor precisa estar atento a todo esse processo de
formulacao e teste de conjecturas, para garantir que os alunos

vao evoluindo na realizago de investigagoes. Desse modo, cabe-
Jhe _cpioggr_ questoes aos alunos que 0s estimulem a olhar em
outras diregdes e os fagam refletir sobre aquilo que estao a fazer.
No episédio que se segue, podemos ver como a professora
sugere uma pequena generalizagao para uma conjectura, ao
mesmo tempo que suscita a verificagao das afirmagoes dos alu-
hos. Isso Ocorre num momento em que o grupo ainda procura
registrar as suas “conclusoes” e a professora vem ver como estd
decorrendo o trabalho.
Professora: Defxem li ver, Vocés estio somando @ segun-
da com a terceira e @ terceira com a quarta coluna ¢ estiao
vendo que o resultado aparece na sequnda coluna... E por
que € que nde véem as outras colunas?
Alunos: Ja vimos.

Professora: Também di na segunda? E a privieira cont @
tercetra?

José: 2,4 e 6, 10. Também da!

Alunos: Também da.

Professora; Tambénm di onde?

José: A primeira com a terceira...

André: Mas dé noutra.

Telma: A primeiracom a terceira da o resultado na terceira.

André: Mas da noutra.
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Professora: Ak, entio nem sempre aparece na segunda.
Talvez sepa melhor verem isso... (afasta-se do grupo)

André: A segunda com a quarta aparece na primeira.
Rute: Entao, escrevemos em relacdo a todos.

Nao sabemos se a conjectura dos alunos ia ao ponto de
considerarem que a soma de dois elementos de uma mesma
linha se encontra sempre na segunda coluna, nem se a tinham
testado para outros elementos que nao os da primeira com a
segunda coluna ou os da lerceira com a quarta, No entanto,
quando a professora 0s confronta com essa hipétese, respon-
! dem-lhe afirmativamente, ainda que sem apresentarem dados.
A professora desafia-os a testarem a sua conjectura e esses rapi-
damente se apercebem de que essa ¢é falsa mag que permite esta-
belecer outra. Os alunos dispdem-se, entdo, a registrar essas

conjecturas em relagdo a todas as colunas (1ltima fala).

A intervengao da professora foi positiva, na medida em
que permitiu acelerar o processo de teste de conjectura e ganhar
tempo para outras exploragoes do quadro, sem desvirtuar o pro-
esso investigativo. De fato, a professora, tendo em conta tudo

quilo que ]a havia visto que os alunos conseg_lam fazer, fé-los

. ——— s e

vangar, porém, sem Thes dizer diretamente se estavam certos
u errados.

Justificando as conjecturas

Verifica-se vulgarmente que os alunos tendem a intitular
assuas canjecturas de conclusdes. Por vezes, é o proprio profes-
sor que utiliza essa linguagem quando se aproxima de um gru-
po: “Entdo o que ¢ que ja concluiram?” ou “Quais sdo as suas
conclusoes?”. Em certos casos é a prépria tarefa que utiliza esse
termo, como ¢ o caso de Exploragdes com niimervs... Sem se aper-
ceberem, os alunos transformam as suas conjecturas em conclu-
sOes sem passarem por um processo de justificagio.

A justificagao ou prova das conjecturas ¢ uma vertente do
trabalho mveshgahvo que tende, com alguma freqiiéncia, a ser
relegada para segundo plano ou 1 até mesmo a ser esquecida,
em especial nos niveis de escolaridade mais elementares.
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o entanto, é fundamental, para que o processo investigativo

néosaia empabrecido, que o professor procure levar os alunos

acompreender 0 cardter provisorio das conjecturas. Se, por um
lado, & necessdrio insistir na realizagao de testes de conjecturas
¢ se, de fato, uma conjectura parece tornar-se mais credivel a
medida que resiste a sucessivos testes’, por outro lado, os alu-
nos devem compreender que o teste, s6 por si, ndo confere o
estatuto de conclusdo aos seus resultados.

A introdugdo da idéia de prova matemdtica pode ser feita
gradualmente, restringindo-se, numa fase inicial e com os alu-
nos mais novos, a procura de uma justificaio aceitivel, que se
baseie num raciocinio plausivel e nos conhecimentos que 0s alu-

nos possuem. A_Bedxda-que.os alunos vao interiorizando a ne- ‘

cessidade de justificarem as suas afirmagdes e que as suas ferra-
mentas matematicas vao sendo mais sofisticadas, vai-se tornando
mais facil realizarem pecquenas provas matematicas.

e

No caso da investigacao que estamos apresentando, a pro-
fessora procurou, em alguns momentos, questionar 0s alunos
quanto a justificagao das suas conjecturas, como poderemos
verificar no episodio seguinte.

Nessa fase do trabalho, os alunos tinham chamado a pro-
fessora para prestar um pequeno esclarecimento quanto ao re-
gistro das conjecturas. André continua mais interessado nos
niimeros do que na escrita e, abstraindo-se da presenga da pro-
fessora junto deles, dirige-se a colega sentada ao seu lado para
mostrar-lhe algo que descobriu. Este comentdrio doaluno des-
perta a atengdo da professora.

André: J4 viu, se calhar isto aqui, estd vendo (apontando
para o quadro), quando somamos estas vai dar um name-
ro impar e quando somamos estas...

Professora: Sim, sim, diz Andre.
André: Da um némero par.
Professora: O qué? Diz.

2 Ver POLYA (1990).
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André: Esta aqui com esta da um namero par. E estas com
estas dd um niimero impar.

José: Nao, ndo.

André: E sim.

Telma: Esta coluna é toda impar.

Rute: Pois ¢.

Professora: Pois & E entio a soma? Quando somant esta com...

André: Esta com esta da impar aqui. E esta com esta aqui
da par.

Professora: Pors, porqué?

Alunos: (continuam a mostrar na tabela)
Professora: £ verdade, André, mas por qué?
André: Somando esta com esta, da par aqui.

Rute: Somando esta com esta?

André: Somando esta com esta, da niimero impar.

Telma: Somando as colunas fmpares, dd niimero par e
somando impar com um par, da impar.

Professora: £ par com par?
Alunos: Par com par dd par.

Professora: Pronto, mas isso é porque a soma de nimeros
pares & unt nimero...?

Alunos: Par.

Professora: A soma de nimeros fmpares é um ntimero...?
Alunos: Par.

Professora: £ @ soma de wmt par cont wum impar o que val dar?
Alunos: Impar.

André (dirigindo-se ao Leandro): Percebeu?

Leandro: Nao.

André passa, entao, a explicar ao seu colega o raciocinio

anterior, enquanto Telma e Rute comegam a tentar registrar as
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suas “conclusdes”. A professora, por sua vez, afasta-se do gru-
po, sem fazer mais comentarios.

Analisando o que se passou nesse segmento, Vemos que a
conjectura que surge na primeira intervengao do André estd
relacionada com aquelas que estavam a tentando registrar até
aquele momento. Verifica-se, pois, alguma dificuldade por par-
te do grupo em conciliar estas duas facetas da investigagao: a
exploragao e a escrita dos resultados.

A professora ter-se-d apercebido de que a idéia de André
pra interessante e decide agarrd-la, A suaatuagao nesse segmen-
to tem dois momentos distintos, Num primeiro momento, in-
centiva André a explicar de um modo mais claro a sua conjectu-
ra e, num segundo momento, procura levar os alunos a pensar
sobre a justificagao para essa conjectura.

Nesse primeiro momento, a professora da oportunidade a
todo o grupo para se debrugar sobrea conjectura de André. Os
alunos rapidamente estendem a conjectura a todas as colunas,
agora ji sem necessitarem do estimulo da professora, dado que
se trata de um raciocinio idéntico ao que haviam desenvolvido
no segmento anterior.

/ _A professora passa, de imediato, a introduzir a questao,

“por qué?”, que a principio nio é entendida pelos alunos. Esses
continuam a olhar de forma genérica para as colunas, em ter-
mos da sua paridade, e tém dificuldade em compreender o pe-
dido dejustificagao feito pela professora. Acaba por ser ela pro-
pria a recordar a propriedade que os alunos ja conheciam sobre
ejdiqﬁo de niimeros pares e impares,

Embora essa ocasido parecesse favordvel a introducao do
processo de justificagio, os alunos nao terao compreendido to-
talmente a intencio da professora. Dado que 0 grupo nao esta-
va familiarizado com esse processo, seria necessdrio demarcar
mais claramente aquilo que era a conjectura daquilo que era a
sua justificagao matematica. Somente o trabalho continuado
com esse tipo de tarefa pqqg"igy_gr_osalunosva,compreende-

“Fem a necessidade de justificarem matematicamente as suas

'’
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afirmagoes - em lugar de encarar esse pedido como uma es-
tranha imposicao por parte do professor’.
= ———
e

A discussio da investigacio

No final de uma investigagao, o balango do trabalho reali-

zadoconstitui um momento importante de partilha de conheci-

mentos. Os alunos podem por em confronto as suas estratégias,

conjecturas e justificagoes, cabendo ao professor desempenhar

o papel de moderador. O professor deve garantir que sejam co-

municados os resultados e 0s processos mais significativos da

investigagio realizada e estimular os alunos a questionarem-se

mutuamente. Essa fase deve permitir também tima sistemati-

zagao das principais idéias e uma reflexao sebre o trabalho rea-

lizado. E, ainda, um momento privilegiado para despertar os

- alunos para a importancia da justificacio matematica das suas

conjecturas. No caso de alunos ainda pouco familiarizados com

3 as investigacoes, 0 modelo que o professor possa oferecer nessa

U fasedaaulaédeterminante para que esses comecem a perceber
o sentido de uma demonstragio matematica, .

A fase de discussio é, pois, fundamental para que os alu-
nos, por um lado, ganhem um entendimento mais rico do que
significa investigar e, por outro, desenvolvam a capacidade
de comunicar matematicamente e de refletir sobre o seu traba-
lho e o seu poder de argumentagido. Podemos mesmo afir-
mar que, sem a discussio final, se corre o risco de perder o
sentido da investigacao.

o
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De fato, as investigagbes constituem um contexto muito
favordvel para gerar boas aulas de discussao entre os alunos.
No entanto, a aula de Matematica, habitualmente, nio é um
lugar em que os alunos estejam habituadoes a comunicar as suas
idéias nem a argumentar com 0s seus pares. Desse modo, é
natural que o professor sinta algumas duvidas sobre como ti-
rar partido das potencialidades do trabalho investigativo para
realizar aulas de discussao produtivas.

* Ver BROCARDO (2001),
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Existem muitas opgdes para estruturar uma aula de dis-
cussio com toda a turma, colocando-se, desde logo, a questao
do momento em que essa devera ter lugar. Muitas vezes, 0 pro-
fessor estabelece de inicio 0 tempo que quer conceder para a
realizacdo da tarefa e para a discussao final, e faz.com que esse
plano seja cumprido, com maior ou menor flexibilidade. No
entanto, ha que estar atento aos sinais que vém dos alunos, quer
de cansago, indicando que serd melhor parar a investigagao,
quer de desejo de prosseguir a sua exploracao, indicando que
sera necessario conceder-lhes mais tempo. Essas decisdes, nem
sempre simples, sao facilitadas quando o professor conhece bem
os seus alunos e sabe até onde pode ir.

No caso da investigagdo que apresentamos na segao ante-
tior, a professora decidiu de antemao reservar cercade metade
da segunda aula para a discussao final. Embora tenha tido ne-
cessidade de dar mais algum tempo para que 05 alunos termi-
nassem de registrar os seus resultados, ela conseguiu realizara
discussao da forma que havia planejado.

A professora, tendo nogao do trabalho realizado por cada
um dos grupos, uma vez que havia recolhido as folhas de regis-
tro dos grupos no fim da primeira aula, estabelecet uma ordem
de apresentacao na qual 0s grupos que haviam identificado um
menor nimero de regularidades, ou apenas aquelas que eram
comuns a todos, seriam os primeiros a intervir, Preparou uma
transparéncia com a tabela que se encontrava na tarefa mas a
qual acrescentou mais algumas linhas. Solicitou que o porta-voz
de cada grupo fosse junto do retroprojetor apresentar 0s seus
resultados, oralmente, exemplificando com 0s niimeros da tabe-
la. Apresentamos, a seguir, dois episodios que ilustram alguns
dos elementos que julgamos deverem caracterizar essa fase do
trabalho na aula com as investigagdes matematicas,

Aprofundando uma conjectura

Um grupo estd apresentando os resultados da sua investiga-
¢do por meio do seu porta-voz, Dério. A professora havia referido
noinicio dessa fase de discussao que os outros grupos poderi-
am intervir sempre que quisessem fazer algum comentario,
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nomeadamente, para acrescentar alguma coisa ao que estava a
ser apresentado. Telma, elemento de um outro grupo, depois de
ouvir a conjectura de Dario, procura dar mai¥ uma ajuda.

Dario: O resultado da soma das filas [linhas], o resultado
estd sempre na terceira coluna. Aquio resultado da 6, estd
na terceira... DA 22. Da sempre na terceira coluna.

Professora: Portanto, somando os niimeros de wuma wes-
ma linla o resultade estd sempre na...

Alunos: Terceira coluna.

Telma: Professora, nés fizemos isso também mas repara-
mos noutra coisa, que “o resultado aparece na terceira colu-
na mas alternando de 4 em 4, exceto da primeira vez”,

Professora: Ak, eu estava i espera que alguém dissesse
alguma coisa. Pode vir explicar agui, Telma?

Telma: (exemplifica, na transparéncia, a conjectura do seu

grupo)
Dério: Deve ter a ver com o ntimero das colunas.

Professora: “Deve ter @ ver com o winero das colunas”, diz
Dirio, por isso ¢ que vai de 4 em 4 (pausa). Querem dizer
Mais alguma coisa em relagie a isto? Nio? Vamos avangar?

Essa intervengio da aluna evidencia que estava bem aten-
ta a apresentagao do colega para poder comparar com o traba-
Iho realizado pelo seu grupo. Essa tinha sido, alias, uma das
chamadas de atengio que a professora fez no inicio da fase de
discussdo: “Prestar atengdo ao que os grupos apresentam para
depois nio se repetirem”.

A conjectura do grupo de Telma acrescenta uma proprieda-
de relativamente a que havia sido apresentada por Dario, enri-
quecendo-a um pouco. Curiosamente, esse aluno relaciona de
imediato esse novo elemento com as caracteristicas do quadro, o
que ilustra bem como o processo investigativo pode continuar a
desenvolver-se de uma maneira espontinea, mesmo nessa fase
final, em resultado das interagdes que se geram.

Observamos, em relagdo a atuagao da professora, que a
pressao de tempo para que todos os grupos fizessem a sua

43



Conbcan "Tvoinas  Eouc i MATEATA™

apresentagionessa aula, fez com que nao aproveitasse essaoportu-
nidade para explorar ajustificagao da conjectura apresentacla, paraa
qual Dériojé tinha avangadacomuma idéia: “Deve tera ver como
numerodecolunas”. Embora tendo feito uma pausa para ver se outros
aluncs se manifestavam, acabou poravangar para outro assunto.

Noentanto, nessasituagio a professora poderia ter enwveredado,
com alguma facilidade, por uma justificagao dessa conjectura daco
que, a propésitodasconjecturas de outro grupo, jd finham represen-
tado, no quadro, genericamente 0s elementos de cada coluna, do
seguinte modo:

4n Ant+l  dn+2  4n+3

0 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11

12 13 14 15
16 17 18 19
20 21 22 23

Poderiam, entdo, demonstrar que a soma dos elementos
de uma mesma linha se encontra na 3" coluna, fazendo:
4n + (dn+1) + (4n+2) + (dn+3) = 4xdn + 4 + 2 =4x(4n+1) + 2.

No caso de os alunos ainda nao possuirem conhecimen-
tos de dlgebra suficientes para compreender todos 0s passos, €
possivel raciocinar com eles de um modo mais informal. Agru-
pam-se as parcelas que representam multiplos de 4 e utiliza-se
o raciocinio muito simples, mesmo para os graus mais elemen-
tares, de que “a soma de dois multiplos de 4 é também um
multiplo de 4",

£ igualmente facil ajudar os alunos a perceberem por
que motivo o resultado da adigao dos elementos de uma li-

‘nha surge de 4 em 4 nessa coluna. Para tal podem comegar

por observar que a diferenga entre esses resultados € sempre
16 (6, 22, 38...,. Depois pode pedir-se para investigarem, em
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cada coluna, qual a relacao entre cada clemento e o seu Su-
cessor (+4), 0 que é facil de justificar dado o fato de existirem
4 colunas. Dai ¢ simples entender que quando se adicionam
os elementos, por exemplo, da 2° linha, estamos a adicionar
quatro nimeros cada um dos quais com mais 4 unidades do
que na linha anterior, ou seja:

4+ 5+ 647 = (044) + (1+4) + (244) + (3+4) = (04142+3) +
(4+4+4+44) = 6 + 16.

O mesmo raciocinio se pode fazer em relagio as linhas
seguintes, pelo que cada elemento que se obtém por meio des-
sa adigdo dista sempre 4 linhas do anterior, E, portanlo, esse
fato decorre do “nimero de colunas” que a tabela possui, tal
como Dirio ja havia sugerido, '

Essa justificagao, muito elementar do ponto de vista dos
conhecimentos matemdticos que exige, entra em linha de con-
ta com aspectos identificados pelos alunos em diferentes con-
jecturas, o que os ajuda a ter uma compreensao mais global
dessa tarefa e dos contetidos matemiticos que estao ali em jogo.

~

Uma conclusio por maioria de razio

Embora, como ji referimos, os processos de justificagio
nao tenham sido muito freqiientes na realizacao dessa investi-
gacao, houve mesmo assim alguns momentos na fase de dis-
cussdo em que eles esliveram presentes. O episédio seguinte,
que ocorreu quando da apresentagao do primeiro grupo, diz
respeito a uma situagao dessa natureza.

Q porta-voz desse grupo ja havia comegado a relatar os
seus resultados indicando onde se encontravam, na tabela, os
numeros pares e os impares. Entretanto, um elemento de um
outro grupo, Manuel, coloca o brago no ar:

Professora: Manuel...?

Manuel: Os ndmeros primos encontram-se unicamente
na segunda e quarta coluna,

Professora: Mas alguém falou em atitnieros prinios?
Manuel: Entao, falaram na segunda e na quarta coluna!
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Professora; Nito estou 4 percebendo, Mariel. O que quer dizer?

Manuel: E isso. E que como na segunda e na quarta coluna
s6ha niimeros impares, também na primeira e terceira co-
luna nédo pode haver niimeros primos, excetuando o 2.

Professora: Ak! E que vocé sabe que s6 ld wm niinero
primo que ¢ par, € isso?

Manuel e outros alunos: O 2.

Professora: Qual é7

Alunos: 02,

Professora: £ ¢ 2. Portante, os outraes privos logicamer-
te s6 podem estar nas colunas onde estdo mimeros...

Mauro e outros alunos: Impares.
Professora: Muito bent. Vamos conlinar.

A professora, embora nao tendo percebido, de inicio, a
relacdo entre o comentério de Manuel e o que estava sendo rela-
tado pelo outro grupo, deu-lhe oportunidade de explicar a sua
idéia. De fato, a conjectura desse aluno relacionava-se perfeita-
mente com aquilo que os colegas haviam relatado e € um exem-
plo de uma conjectura que, apoiada num raciocinio logico e nao
apenas em alguns casos particulares, se afigura como conclu-
sd0. Manuel inferiu a sua conclusio por um raciocinio por mai-
oria de razdo, o qual &, alids, bastante comum em Matematica.
Adicionalmente, esse aluno chamou a atengao para a excegao,
o nimero dois, 0 que também ¢ algo muito caracteristico nessa
ciéncia. Esse momento foi muito interessante, do ponto de vista
do pensamento matematico, e dificilmente seria usufruido pela
turma, se ndo houvesse essa possibilidade de por em comum os
resultados do trabalho realizado.

Salientando a riqueza das exploragdes desenvolvidas pe-
los alunos, a professora afirmou a dada altura: “Estéo vendo
como a mesma atividade gera tantas coisas e tao diferentes!”.
Dessa forma, os alunos puderam aperceber-se mais plenamen-
te do cardter divergente das investigagoes e da postura que de-
vem assumir nessas aulas.
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Os papéis do professor numa aula de investigagio

Como pudemos observar com base nos exemplos apresen-
tados, o professor tem um papel determinante nas aulas de in-
vestigacao. Contudo, a interagao que ele tem de estabelecer com
0s alunos é bem diferente da que ocorre em outros tiposdeaula,
levando-o a confrontar-se com algumas dificuldades e dilemas.
Tais aulas representam um desafio adicional & sua pritica mas,
certamente, traduzem-se também em momentos de realizacio
profissional.

Noacompanhamento que o professor faz do trabalho dos
alunos, ele deve procuraratingir um equilibrio entre dois pélos.
Por um lado, dar-lhes a autonomia que é negessdria para nao
comprometer a sua autoria da investigagio e, por outro lado,
garantir que o trabalho dos alunos vi fluindo e seja significativo
do ponto de vista da disciplina de Matematica. Com esse duplo
objetivo em vista, o professor deve procurar interagir com os
alunos tendo em conta as necessidades particulares de cada
um e sem perder de vista os aspectos mais gerais de gestio da
situagdo didética. Desse modo, o professor é chamado a desem-
penhar um conjunto de papéis bem diversos no decorrer de
uma investigacao®: desafiar os alunos, avaliar o seu progresso,
raciocinar matematicamente e apoiar o trabalho deles. Sao es-
ses os aspectos que consideramos em seguida.

Desafiar os alunos

Na fase de arranque da investigagao, ¢ fundamental ga-
rantir que os alunos se sintam motivados para a atividade a
realizar. O professor tem aqui um papel muito importante, como
vimos, procurando criar um ambiente adequado ao trabalho
investigativo. Por outro lado, o professor deve dar uma atencao
cuidadosa a propria tarefa, escolhendo questdes ou situacoes
iniciais que, potencialmente, constituam um verdadeiro desa-
fio para o0s alunos.

* Esta discussiio apéia-se no trabalho relatado em PONTE, OLIVEIRA,
BRUNHEIRA, VARANDAS ¢ FERREIRA (1998).
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Perante um conjunto de alunos com interesses, aptidoes
e conhecimentos diversificados, como acontece habitualmen-
te na sala de aula, a proposta de questdes abertas aumenta a
possibilidade de esses se envolverem na atividade. De fato,
esse tipo de questao, que nao estd completamente formulada,
pode ser interpretada e concretizada de diversas maneiras pelos
alunos, cabendo ao professor estimular essa criatividade nas
suas exploragoes. Essa fase inicial do trabalho investigativo €
fundamental para criar nos alunos um espirito interrogativo
perante as idéias matematicas. A situagao mais familiar na aula
de Matemalica é a procura de respostas para as questoes colo-
cadas pelo professor, o que pode levar os alunos a serem mais
afirmativos do que interrogativos®. O professor deve, pois, com-
bater essa tendéncia, mostrando-lhes como € possivel interro-
gar matematicamente as situagdes e formular boas questoes.

Mesmo apds o arranque da investigagao, o professor pre-
cisa continuar a desafiar os alunos no decorrer da atividade
de maneira a que essa avance normalmente. Isso se torna
particularmente importante quando os alunos chegam a um
impasse ou quando, depois de explorarem uma questao, inter-
rompem o ciclo de trabalho. Por isso, o professor tem de estar
atento ao trabalho dos alunos, como veremos em seguida.

Avaliar o progresso dos alunos

O professor precisa recolher informagdes sobre 0 modo
como se vai desenrolando o trabalho dos alunos, desde o pri-
meiro momento da investigagio. Na fase inicial, torna-se im-
prescindivel observar se os alunos compreenderam bem a tare-
fa e como reagiram aela, isto ¢, se a tarefa constitui realmente um
desafio para eles. A medida que se vao embrenhando na investi-
gacao, o professor tem de estar atento a forma como os alunos
encaram o trabalho, pois pode acontecer que esses procurem ob-
ter uma resposta como se se tratasse de um simples exercicio,
Sera que eles ja se apropriaram do conceito de investigagao ou
estdo trabalhando de forma puramente convencional?

“Ver BROCARDO (2001).
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Assumindo que as investigagoes sdo, em geral, realiza-
das em pequenos grupos, o professor procura acompanhar o
mais possivel o trabalho de cada um deles. Ao chegar junto de
um grupo, um dos seus objetivos é recolher informagdes sobre
odesenrolar da investigacao. Antes de mais nada, procura com-
preender o pensamento dos alunos, fazendo perguntas e pe-
dindo explicacbes, evitando ajuizar apressadamente sobre o
seu trabalho. Constitui um desafio para o professor perceber
aonde os alunos querem chegar, uma vez que nao acompa-
nhou todo o processo. Muitas vezes, os alunos nao possuem
um registro escrito organizado daquilo que fizeram e tém mun-
tas limitagdes na comunicacdo matemadtica oral. Tal situagao,
desfavordvel a avaliagao do seu progresso, podera ser realiza-
da pelo professor colocando boas perguntas, tendo paciéncia
para escutar e fazendo um esforgo sério para compreendé-los,
cvitando corrigir cada afirmagao ou conceito matematicamente
pouco correto.

Por meio dessas informagoes sobre o progresso da in-
vestigacao em cada grupo, o professor adota a estratégia de
interacdo com os alunos que se revela mais adequada naquele
momento, intervindo consoante as necessidades que neles de-
tecta. As suas opgoes podem ir desde um simples averiguar se
tudo estd sendo bem conduzido, dando o sinal de que podem
prosseguir sem problemas, até a um apoio muito direto que
interfere positivamente no trabalho dos alunos. Por outro lado,
a avaliagao do progresso da investigacao pode, em certas cir-
cunstancias, levar o professor a reequacionar determinadas
decisOes quanto ao desenrolar da aula. Assim, pode decidir,
por exemplo, conceder mais tempo a realizacio da investiga-
¢ao, fazer uma pequena discussao intermedidria com toda a
turma ou, até mesmo, passar a discussao final.

Raciocinar matematicamente

Numa aula em que os alunos realizam investigagoes mate-
maticas, € muito provivel, e desejivel, que o professor raciocine
matematicamente ¢ de modo auténtico. Dada a natureza desse
tipo de atividade, ¢ muito natural que os alunos formulem
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questdes em que o professor nao pensou. De fato, &€ mesmo
impossivel antever todas as exploragdes que podem surgir a
partir de uma tarefa matemdtica verdadeiramente aberta e es-
limulante.

Deve existir, por parte do professor, uma predisposi¢ao
para manifestar, perante os alunos, o seu raciocinio matema-
tico. Mediante o modelo do professor, 0s alunos podem apren-
der muito sobre aspectos fundamentais do processo investiga-
tivo. Esse constitui, pois, um elemento importante a ser utilizado
para promover a aprendizagem dessa faceta do trabalho na
disciplina de Matematica.

Uma das situagdes em que o professor ¢ levado a racioci-
nar matematicamente de modo espontaneo ocorre quando 0s
alunos formulam uma conjectura em que esse nao havia pensa-
do e que nao é muito evidente. Num primeiro momento, 0 pro-
fessor pode até ter dificuldade em compreender a idéia dos alu-
nos e ter de reformular para si proprio a questio matematica
com base nos elementos que lhe sao apresentados. Trata-se, tam-
bém, de uma ocasido privilegiada para o professor evidenciar
como se aborda o teste de conjecturas, pensando em voz alta
com o0s alunos.

Se essas duas etapas do processo investigativo (a formu-
lacao e o teste de conjecturas) nao levantam, em geral, grandes
problemas ao professor, ji a justificagdo de conjecturas pode
tornar-se um verdadeiro desafio. £ que, por vezes, conjecturas
aparentemente simples, formuladas até por alunos dos niveis
elementares, escondem processos de prova bastante comple-
x0s, mesmo para o professor. Este tem de avaliar rapidamente
se serd apropriado parar para pensar ou deixar isso para um
momento posterior.

Nos dois episédios que apresentamos a propésito da aula
de discussdo, observa-se que a professora confrontou-se com
afirmacoes inesperadas dos alunos. Por exemplo, no primeiro
(Aprofundando uma conjectira), um aluno avanga com uma
pista para tentar explicar a conjectura dos seus colegas, dizen-
do: “Deve ter a ver com o nimero das colunas”. A professora
repete a afirmacao do aluno, esperando que mais alguém se
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pronuncie sobre esta: “Deve ter a ver com o niimero das colu-
nas, diz o Dario, por isso é que vai de 4 em 4 (pausa). Querem
dizer mais alguma coisa em relagio a isto?”. Nao tendo pensado
na prova dessa conjectura e pressionada pelo tempo que restava,
a professora acaba por fazer avangar a aula, sem dar resposta a
indicagio do aluno. Embora seja necessario, por vezes, tomar
essas decisOes, iss0 nao deve ser impeditivo de se voltar a abor-
dar a questio, com mais tempo, motivando os alunos a justifica-
rem as suas afirmagoes,

No segundo episadio (L conclusio por maioria de ra-
2d0), a professora deu oportunidade ao aluno de expor o seu
raciocinio, tirando uma conclusao por maioria de razao e apre-
sentando uma excegao, processos bem caracteristicos da Mate-
matica. Por meio do questionamento que foi fazendo, a profes-
sora ndo so evidenciou perante a turma que estava raciocinando
matematicamente sobre as afirmagoes do aluno, como o ajudou
a desenvolver a sua argumentagio.

A realizagao de investigagdes proporciona, muitas ve-
zes, o estabelecimento de conexdes com outros conceitos mate-
maticos e até mesmo extramatematicos, O professor precisa
estaratento a tais oportunidades e, mesmo que nio seja possi-
vel explorar cabalmente essas conexdes, deve estimular os alu-
nos arefletir sobre elas. Essa é mais uma das situagoes em que
0 professor dd evidéncia do que significa raciocinar matemati-
camente,

Apoiar o trabalho dos alunos

Existem aspectos do papel do professor que se prendem
diretamente com 0 apoio que concede aos alunos de forma a
garantir que sio atingidos os objetivos estabelecidos para a ati-
vidade. No decorrer de uma investigagio, essa sua acio incide
sobre duas dreas principais: a exploragio matematica da tare-
fa proposta e a gestao da situacio didatica, promovendo a
participacao equilibrada dos alunos na aula. Ambas sio im-
portantes, mas neste livro damos mais atengio aos aspectos
relacionados com a primeira.
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Na condugdo da aula, o professor tem de estar atento a
aspectos caracteristicos do processo investigativo, bem comao
a outros de natureza mais geral. QO apoio a conceder pelo pro-
fessor assume varias formas: colocar questoes mais ou menos
diretas, fornecer ou recordar informacao relevante, fazer sin-
teses e promover a teflexao dos alunos,

Numa aula com investigacdes, o professor deve, sem du-
vida, privilegiar uma postura interrogativa. As questdes que
coloca podem, no entanto, assumir diversas formas e ter obje-
tivos diversos. Muitas vezes, a intengao do professor ao colo-
car uma questdo ¢, simplesmente, a de clarificar idéias, quer
para a sua propria compreensao, quer para a de toda a turma.
Tal é o caso quando a professora diz apenas: “Nao estou a per-
cebendo, Manuel. O que quer dizer?”.

Quando os alunos se confrontam com diividas ou com
um impasse no seu trabalho, ndo sabendo como prosseguir, 0
professor deve comegar por colocar questoes abertas. Muitas
vezes, quando os alunos lhe colecam uma questio, a melhor
estratégia é devolvé-la, levando-os a pensar melhor sobre o
seu problema. Por vezes, ha necessidade de as questoes se trans-
formarem em sugestoes orientadoras da atividade dos alunos.
Isso foi o que aconteceu num dos episddios anteriormente re-
latados, em que a professora procurou que os alunos verificas-
sem as suas conjecturas: “Deixem 1d ver. Vocés estio somando
a segunda com a terceira e a terceira com a quarta coluna e
estao vendo que o resultado aparece na segunda coluna... E
por que é que nao véem as outras colunas?” Depois de os alu-
nos se terem apercebido de que nao podiam concluir o que
tinham afirmado, a professora estimula-os a olhar com aten-
¢do para as suas conclusoes, afastando-se do grupo: “Talvez
seja melhor verem isso...”.

Uma das grandes vantagens de apresentar uma postura
interrogativa nas aulas com investigagdes ¢ o fato de ajudar
os alunos a compreenderem que o papel principal do profes-
sor ¢ o de apoiar o seu trabalho e nao simplesmente valida-
lo. Portanto, as habituais perguntas dos alunos, “esta bem? é
isto que o professor quer?”, devem ouvir-se cada vez menos
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amedida que os alunos interiorizam qual ¢ o seu papel ¢ o
do professor nessas aulas.

Embora dando primazia ao questionamento como modo
de apoio do progresso do trabalho dos alunos, o professor pre-
cisa, por vezes, também de fornecer ¢ recordar informacio.
Trata-se de garantir que o fluxo da investigacio nao se perca
porque os alunos nao compreendem certos conceitos ou for-
mas de representagio importantes para a atividade. Por ve-
zes, € necessirio recordar conceitos anteriormente estudados,
por exemplo, por meio de perguntas esquadrinhadoras. De
qualquer modo, seja ou ndo a partir das perguntas do profes-
sor, esses conceitos podem ganhar um novo significado para
0s alunos quando sao utilizados na abordagem de uma nova
questao matematica. ‘

Outro aspecto importante do papel do professor ao apoiar
0s alunos é o de promover a reflexao desses sobre o seu traba-
lho. E importante ajudd-los a fazer uma sintese da atividade,
descrevendo os seus avangos e recuos, s objetivos que tinham
em menle e as estratégias que seguiram, Mais uma vez, torna-
se necessario que o professor questione para que os alunos com-
preencdam que aquilo que se pretende nao é dizer se “esta bem”
ou se “estd mal”, mas que reflitam sobre o processo investigati-
vo, de forma a aprenderem com e sobre ele. A procura de justi-
ficagdes matemiticas para as suas conjecturas ¢ uma das for-
mas que ajuda a dar sentido a investigagao realizada e que, na
medida do possivel, ndo deve ser negligenciada pelo professor.

Numa aula de investigagao matematica, tal como em qual-
quer outra, tudo o que acontece depende em boa medida do pro-
fessor e dos alunos. O professor precisa conhecer bem os seus
alunos e de estabelecer com eles um bom ambiente de aprendiza-
gem para que as investigagoes possam ser realizadas com suces-
s0. A exploragao antecipada da tarefa e a planificagiao de como o
trabalho ird decorrer na sala de aula, sdo aspectos a que o profes-
sor deve dar detida aten¢ao. No entanto, como referimos, essas
aulas caracterizam-se por uma grande margem de imprevisibili-
dade, exigindo dele uma grande flexibilidade para lidar com as
situagoes novas que, com grande probabilidade, irao surgir.

i
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Capitulo 111

[nvestigacoes numéricas

O conceito de ndmero ocupa um lugar de destaque na
Matematica escolar. Desenvolver o sentido do niimero, ou seja,
adquirir uma compreensio global dos niimeros e das opera-
¢oes e usd-la de modo flexivel para analisar situagdes e desen-
volver estratégias titeis para lidar com os niimeros e as opera-
(oes ¢ um objetivo central da aprendizagem da Matematica.
As investigagdes numéricas contribuem, de modo decisivo,
para desenvolver essa compreensao global dos niimeros e ope-
ragoes, bem como capacidades mateméticas importantes como
a formulagdo e teste de conjecturas e a procura de generaliza-
¢Oes. Os alunos podem realizar pequenas investigagoes que
conduzem a descoberta de fatos, propriedades e relaces en-
tre conjuntos de niimeros. Podem investigar aspectos relacio-
nados com as dizimas, os divisores ou os multiplos de diferen-
tes nimeros. Podem, ainda, explorar seqiliéncias numéricas,
descobrindo relagdes numéricas e apreendendo progressiva-
mente a idéia de varidvel. Podem, também, estabelecer cone-
xoes entre 0s numeros e a Geometria.

Neste capitulo, comegamos por apresentar uma tarefa
de investigacdo numérica e mostrar o modo como ela foi
explorada na sala de aula. Na parte final, apresentamos al-
gumas potencialidades das tarefas numéricas de natureza
investigativa,
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A mesa de “snooker ”

I:sta experiéncia foi realizada por duas professoras'que,
ao longo de um ano letivo, desenvolveram um projeto centra-
do na exploragao de investiga¢oes na aula de Matematica, A
mesa de snooker (Quadro 3) foi proposta 2os 17 alunos de uma
turma da 8 série (12-13 anos) perto do final do ano letivo, numa
altura em que ja tinham certa experiéncia em realizar ativida-
des de investigagao.

QUADRO 3 - A mesa de snooker*

Fsta ¢ uma estranha mesa de snooker. Tem apenas quatro
buracos (nos cantos da mesa) e o tampo esta dividido em qua-
drados todos iguais.

Note que a mesa é retangular. S¢ tomarmos para unidade
o lado de qualquer dos quadrados, podemos dizer que € uma
mesa de dimensoes 6x 4.

G &

i
7

& S

Imagine que, como indicado na figura, jogamos a bola de
um dos cantos, sem efeito e numa diregio que faz um angulo
de 45" com as tabelas. Suponha ainda que a bola s6 pare quan-
do caia num buraco.

' As duas professoras integravam a equipa do projeto MPT. Uma delas, como
professora da turma, tinha a seu cango a condugdo geral das aulas. Aoutra
participava, sobretudo, no apoio ao trabalho em pequenos grupos.

* Esta tarefa e as que se apresentam mais adiante foram desenvolvidas pela
aquipa do projeto MPT = Matemdtion para todes.
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Nessa situagdo varias podem ser as questoes a analisar.
Por exemplo:

- quantos quadrados ¢ que a bola vai atravessar?

- quantas vezes vai a bola bater nas tabelas?

(Nota: conta como “batida” a entrada da bola num buraco)

Procure realizar uma investigagao que permita respon-
der as questdes anteriores.

Para isso devera investigar que rela¢do tem a dimensdo
da mesa com aquilo que acontece a bola. Por exemplo: se pen-
sarmos numa mesa com determinadas dimensoes podemos,

de imediato, saber o niimero de quadrados que a bola atraves-
sa e 0 numero de vezes que a bola vai bater?

Comece por analisar o caso da mesa 6x4 e depois faca as
experiéncias que considerar necessirias com mesas de outras
dimensoes.

Que outros aspectos poderia investigar?

Para explorarem essa tarefa, os alunos trabalharam em
pequenos grupos. No entanto, foi-lhes pedido que elaboras-
sem um relatdrio escrito individual que deviam entregar no
prazo de uma semana. A exploragao e a discussio dessa tarefa
ocuparam duas aulas, uma de 100 minutos e outra de 50.

A professora nao fez qualquer comentdrio de introdugao
da tarefa. Os alunos, depois de receberem o enunciado, come-
¢aram por lé-lo atentamente notando-se que essa atitude cor-
respondia a certa compreensao da importancia de perceber
globalmente a tarefa antes de comegar a trabalhar. Como dizia
uma aluna, Cristina: “E melhor a gente comegar por ler tudo
para perceber o que temos de fazer”.

Os alunos iniciaram a exploracao da tarefa com um gran-
de entusiasmo. Depois de lerem o enunciado comegaram uma
animada discussao sobre os aspectos que iam observando e os
dados que deviam ir recolhendo. Todos participavam e nin-
guém solicitava a ajuda das professoras.
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O foco da investigagao foi claramente entendido pelos
alunos. Depois de contarem, no caso da mesa 6x4, 0 nimero
de quadrados que a bola atravessava e ontimero de “ba tidas”,
comegaram a investigar o que se passava em mesas com ou-
tras dimensdes. Alguns grupos organizaram-se de modo a re-
colher dados mais rapidamente. Assim, enquanto uns alunos
analisavam um tipo de mesa, outros viam o que se passava
com outras mesas. Apds a recolha de um primeiro conjunto de
dados, a formulagio de uma conjectura baseada na andlise de
uma mesa particular era refutada rapidamente uma vez que
ela ndo se verificava numa mesa diferente.

Vejamos mais de perto como foi vivida essa fase do tra-
balho pelo grupo composto por Eva, Jodo e Tita. Apos analisa-
rem varios tipos de mesa, Joao e Tita comegaram a desanimar:

Tita: A gente vai ver mais mesas, mas cada vez isso fica

mais complicado. Ainda fica mais dificil de descobrir uma

relagio que dé.

(]
Jodo: E pa. Isto nao d4. Cada vez é pior. Dd para umas,
mas depois na outra falha logo.

Mas Eva continuava entusiasmada com a investigacao e
nao desistia de descobrir uma relagio que pudesse ser vilida
em qualquer tipo de mesa: “Ainda temos que desenhar muti-
tas mesas. Podiamos ver se eles ali fizeram outras diferentes
de nds. Vania (uma aluna de outro grupo), ja fizeram a mesa
7x32". A essa pergunta de Eva seguiu-se uma animada troca
de dados entre trés dos grupos. No entanto, ap6s algumas ten-
tativas, ainda ndo conseguiam formular uma conjectura que
resistisse a sucessivos testes.

Eva: E se nos dividirmos as mesas por grupos diferentes?

Joao: Ahh? O qué?

Eva: Entdo se em vez de vermos todas ao mesmo tempo

fossemos ver por casos diferentes. Por exemplo... Vermos
as mesas em que um lado € 7.
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Tita: Mas aqui pede para qualquer mesa.

Eva: Sim, mas pode ser que assim a gente consiga ter al-

guma idéia. Podemos tentar.

Na seqiiéncia dessa sugestao, 0 grupo envolve-se numa
fase de trabalho em que o0s dados sdo agrupados tendo em
conta determinadas caracteristicas. Depois, procuram formu-
lar conjecturas vélidas para cada um dos grupos de mesas que
tinham considerado. Esse tipo de exploragio foi descrita com
bastante detalhe no relatério elaborado por Eva:

No caso do 7, o niimero de quadrados que passa é em
alguns casos o produto da medida das mesas:

7x2 14 y
7x4 28
7x6 42
7x8 56
7x10 70

...Mas s6 dava em alguns casos.

- Por exemplo, nos retingulos, cujas medidas da largura
e do comprimento sao o dobro, o niimero de quadrados
que atravessa e o nimero de batidas é também o dobro.

6x7 42 6
12x14 | 84 12
24x28 | 68 24

- Mas, por exemplo, no caso do 3x4, 6x8 e 12x16, nao acon-
tece 0 mesmo:

Ix4 12 6
6x8 | 24 H
12x16| 48 6
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- Acontece com 0 namero de quadrados que atravessa,
mas ndo com o niimero de batidas.

- Outra conclusio a que chegamos foi no caso dos pares
seguintes:

Bx6 24 6
10x8 40 8
12x10 | 60 10
14x12 | 84 12
16x14 | 112 14
18x16 | 144 16

- Que o ntimero de quadrados que atravessa ¢ o produ-
to das medidas dos lados a dividir por dois, e o nime-
ro de batidas era igual ao niimero menor das medidas
dos retangulos.

Fssa tentativa de agrupar os dados a partir de caracteris-
ticas comuns das dimensoes das mesas nao conduziu ao que
0s alunos procuravam - uma generalizagao valida para todo o
tipo de mesa. No entanto, formularam e testaram conjecturas,
procuraram contra-exemplos ¢ foram aprofundando a com-
preensao da situagao que estavam a explorar.

De um modo geral, todos os grupos passaram por um
processo semelhante. Todos tinham bem claro a idéia de que
deviam procurar relagoes vilidas para todo o tipo de mesa.
Estabeleciam conjecturas que testavam exaustivamente e ti-
ravam conclusdes sobre o tipo de mesa em que elas pareciam
ser validas.

A explicitagio das tentativas feitas e dos casos em que
eram ou ndo vélidas conduziu, progressivamente, a descober-
ta de uma relacao véalida em todos os casos. Em muitas oca-
sides, uma pequena sugestio das professoras foi suficiente para
que os alunos conseguissem chegar a uma generalizagao:
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Rita: N@o sei como é que vai dar para todos. A gente
multiplica, mas umas vezes da logo, noutras temos que
dividir por 2, noutras por 3. Depende.

Professora: Sim. E acha que depende de que?

Rita: Nao sei... Temos de ir ver.

Professora: Entdo tentem ld ver os virios casos que tém.

Na seqiiéncia desse didlogo, Rita sugere aos colegas fa-
zer uma tabela organizada de uma maneira diferente das que
haviam feito até essa altura. No seu relatorio, refere-se a essa
fase do seguinte modo:

Para descobrir como achar o nimero de quadrados per-

corridos, organizamos os nimeros numa tabela que di-

zia por quanto tinhamos de dividir os lados apés os ter-
mos multiplicado:

3 | w2 S 4 ]

7x4 | 4x2 | 6x9 [24x20[5x 15
7x8 |12x10 10x 5
7x6

X7

A partir dessa organizagdo, 0s alunos percebem que tém
de dividir o produto das dimensdes das mesas pelo maximo

A XN
divisor comum las ncluem que —5—"— represen-
CO entre elas e co q wde (mn) ep

ta o nimero de quadrados que a bola atravessa numa mesa 77 1.

Essa conclusdo, a que também foram chegando os outros
grupos, surpreendeu um pouco as professoras. De fato, ao pre-
pararem a tarefa, estavam a espera que os alunos fossem pro-
gressivamente relacionando o niimero de quadrados percorri-
dos pela bola de suooker com 0 menor miiltiplo comum entre
as dimensoes da mesa. No entanto, tendo em conta o modo
como os alunos comegaram a analisar os dados recolhidos,
concluiram que foi mais “natural” que tivessem chegado a
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expressao mdc (m,m1). Desde o inicio que os alunos experimen-
tavam expressdes em que usavam uma ou varias das opera-
ces elementares para chegar a uma expressao geral e a idéia
do méximo divisor comum, s6 surgiu uma vez que concretiza-
va uma relagio que parecia prometedora,

Com base nessa descoberta, os alunos chegaram facilmen-
te a expressio que representava ontimero de “batidas” da bola.
Para as mesas em que dividiam o produto das dimensdes por
1(7x4,7x8,3x2,...),0salunos ja haviam descoberto que a
expressao i+ ~1 funcionava. 56 que agora percebiam que o
que tinham de especial essas mesas era o fato de o maximo
divisor comum entre # e # ser 1 (a nocdo de que isso queria
dizer que os nimeros eram primos entre si foi surgindo, em-
bora com alguma ajuda da professora). A partir daqui, come-
garam a testar expressoes em que surgia o maximo divisor co-

2 : % A1
mum e chegaram facilmente a expressao ————, -1.
cheg g P sde (m,m)

Relativamente 4 demonstracao das expressoes descober-
tas, a professora havia referido que, nesse caso, ela era com-
plexa e ndo se deviam preocupar com ela. No entanto, varias
intervencoes dos alunos mostram que na fase final do ano leti-
vo, quando a tarefa se realizou, jd estava perfeitamente in-
teriorizada a nogao de que uma conjectura so assume o papel
de conclusao vilida para todos os casos a partir do momento
em que ¢ demonstrada:

Eva: Aqui ja sabemos que da. Quer dizer, como nao pro-
vamos, s6 podemos dizer que achamos que da. Isto con-
tinua a ser uma conjectura que deve ser mesmo verdade.

Marta: Ja sabemos como € para estas mesas aqui.
Lino: Isto ainda é uma conjectura.
Vania: Sim, s6 que nos casos que temos da.

Cristina: E daquelas que a professora diz que temos qua-
se a certeza.
A fase de discussao da tarefa foi relativamente breve. Os

alunos analisaram muitos tipos de mesa, fizeram bastantes
experiéncias procurando relacionar os dados e todos haviam
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chegado a expressoes que pareciam validas para qualquer
mesa retangular. Por isso, a professora aproveitou uma parte
do tempo destinado a essa fase para introduzir duas idéias. Uma

o ) 1 X
primeira decorreu da descoberta da expressio e () Para

representar o numero de quadrados que a bola de snooderatra-

< qs . = MR N
‘essa ¢ 1siiu em O mme(mn)=———>——.
vessa e consistiu em chegar a relaga e lmn)=— )

Uma segunda idéia consistiu em incentivar os alunos a tormu-
larem outras questdes que pudessem investigar. No entanto, a
aula estava a terminando e isso ndo pareceu despertar grande
curiosidade aos alunos, Mesmo assim, a professora ainda con-
seguiu conduzir um didlogo que perspectivava outra questao
que podia ser investigada: descobrir, tendo em conta as di-
mensdes da mesa, o buraco em que sai a bola.

O balango final relativamente a exploracao dessa tarefa
foi bastante positivo. As professoras concordavam que os alu-
nos haviam conseguido usar um raciocinio matemitico que
envolvia a organizagao sistematica de dados, a formulacdo de
conjecturas e a realiza¢do de um niimero consideravel de tes-
tes. Por outro lado, os alunos mostraram ter sempre presente o
foco da investigacao — descobrir uma forma de saber, numa
mesa qualquer, o numero de “batidas” e o nimero de quadra-
dos que a bola atravessa - e perceber a diferenca entre uma
conjectura vdlida para muitos casos e uma conclusio valida
para todos. Finalmente, as professoras analisaram o caminho
seguido para encontrar a expressio geral que representava o
niimero de quadrados que a bola de swooker atravessa, Ao prepa-
rar essa tarefa, haviam previsto relacionar os dados recolhidos
com o menor multiplo comum. No entanto, as tentativas dos alu-
nos, muito centradas na andlise do produto das dimensdes das
mesas, conduziu-0s a outra relagao. A oportunidade de explorar,
com base no trabalho realizado pelos alunos, a relagio entre o
e e mde foi considerada como uma potencialidade interes-
sante dessa tarefa e que inicialmente nao haviam previsto.

As inwvestigacdes numericas no ensino da Matemitica

Nimeros e operagoes sao um dos temas da Matematica
que assumem, desde o inicio da escolaridade, uma importincia
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central. Hoje, um pouco por todo o mundo, perspectivam-se
opgoes curriculares que, em vez de se centrarem na memori-
zagao e aplicagio de técnicas de cdlculo, ddo énfase a apro-
priagdo de aspectos essenciais dos nlimeros e suas relagoes.
Os alunos devem desenvolver competéncias numéricas que
Ihes permitam avaliar se a resposta a uma situagao problema-
tica requer um valor exato ou aproximando. Além disso, de-
vem saber estimar o resultado aproximado de uma operagao e
resolvé-la, de acordo com a complexidade dos valores em cau-
sa e das operagoes, usanda o cdlculo mental, os algoritmos de
papel e ldpis ou a calculadora, Devem também conhecer, per-
ceber e saber usar relacdes entre os niimeros e desenvolver
uma compreensao dos diferentes conjuntos numericos,

As investigagdes numéricas contribuem, de modo deci-
sivo, para prosseguir essas novas orientagoes curriculares.
Desde muito cedo, podem ser propostas tarefas em que 0s
alunos sao convidados a analisar padrdes e regularidades en-
volvendo ntimeros e operagdes elementares. A tarefa Oufro
outro olhar sobre a tabuada (Quadro 4) é um exemplo dessa po-
tencialidade das investigagoes.

QUADRO 4 - Qutro olhar sobre a tabuada

1. Construa a tabuada do 3, O que encontra de curioso nesta
tabuada? Prolongue-a calculando 11x 3,12 x 3, 13 x 3 ... e for-
mule algumas conjecturas.

2. Investigue agora 0 que acontece na tabuadado Y e do 11,

Os alunos de uma turma da 5° série (10-11 anos), depois
de explorarem essa tarefa, chegaram a conclusées como:

- Quando se multiplica 3 por um niimero {mpar, da um
numera impar; quando se multiplica por um par, da um
numero par. O produto termina sempre em numero par,
impar, par, impar; as unidades no produto repetem-se
sempre pela mesma ordem... Repetem-se de 10 em 10;
cada repeticdo tem os 10 algarismos.
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-Na tabuada do 11 até 11x 9, no produto, o algarismo das
unidades ¢é igual ao algarismo das dezenas. O algarismo
das unidades, no produto, repete-se de 0 até 9, consecuti-
vamente. O das dezenas também se repete, mas salta um
algarismo de 10em 10. O algarismo das centenas aumen-
ta uma unidade de 9 em 9.

Esse tipo de tarefa, para além de poder ser uma boa ma-
neira de iniciar os alunos nas atividades de investigagéo, per-
mite desenvolver conhecimentos importantes acerca dos nii-
meros e leva-los a formular questdes que decorrem das
exploragdes que vao fazendo. Por exemplo, depois de consta-
tarem que o produto de um niimero impar por um nimero
par € sempre par, podem surgir interrogagdes como: o que se
passa com a soma de um niimero par com um impar? Por ou-
tro lado, essas tarefas também podem constituir um contexto
interessante para o estudo dos maltiplos e dos critérios de di-
visibilidade: a tabuada do 5 pode levar a conjectura de que
todos os multiplos de 5 terminam em 0 ou 5 e levar os alunos a
perceberem que, para ver se um niimero é divisivel por 5, bas-
ta verificar se ele lermina em () ou 5.

Outra potencialidade das investigagdes numéricas é a de
proporcionarem o estabelecimento de conexdes matematicas.
Muitas investigacoes numéricas promovem a compreensao de
relagbes entre padroes numéricos e geométricos bem como a
utilizagao de conceitos geométricos para simplificar a recolha
de dados e facilitar a compreensao de determinadas relacées
numéricas. Um exemplo bastante sugestivo é o da andlise da
sequéncia dos quadrados perfeitos:

1 4 9

Ao prolongar e analisar essa seqiiéncia, 0s alunos aper-
cebem-se que 4=1+3,9=445, 16 =9 + 7... e visualizam
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por que para obter um quadrado de lado n + 1, é necessario
adicionar o ntiimero impar 22 + 1, dando sentido geométrico a
relaggo(n + 12 =%+ 2n + 1.

Atarefa Quadrados ent quadrados (Quadro 5) € outro exem-
plo em que é€ feito apelo ao estabelecimento de conexdes entre
a Geometria e 0os Numeros,

QUADRO 5 - Quadrados em quadrados

Num quadrado podem-se inscrever outros quadrados. De
entre estes, considera aqueles cujos vértices sao pontos de in-
tersegao das quadriculas com os lados do quadrado inicial,

Na figura, vocé pode observar um quadrado 3 x 3, com
um quadrado inscrito, nas condi¢bes descritas atras.

T

i

o

1. Num quadrado como este, quantos quadrados nestas
condigoes poderd inscrever? E em quadrados 4 x 47 E 5 x 57

2. Com base nos quadrados que ja desenhou ¢ alargan-
do o seu estudo a quadrados com dimensoes diferentes, in-
vestigue possiveis relagées entre os quadrados inscritos e o
quadrado inicial.

A andlise da pergunta 2 originou, numa turma da 8" sé-
rie, uma interessante discussao sobre a relagao entre a drea
do quadrado inicial e as dos quadrados inscritos. Numa pri-
meira fase, os alunos conjecturaram sobre as areas dos qua-
drados inscritos num mesmo quadrado, observando os dese-
nhos que haviam feito. A conjectura de que eram todas iguais
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foi rapidamente refutada e comegaram a aparecer propostas
respeitantes a outras relagdes, sugeridas a partir da andlise dos
quadrados inscritos no quadrado 4 x 4:

Cristina: Professora, a medida que se vai afastando vai
crescendo.

Tita: Sim

Professora (dirigindo-se a Tita): Exntdo no 4 x 4 diga-me 1d
qual & que vocé diz que é maior do e qual.

Tita: Aaah o que fica no primeiro vértice.

Cristina: Pois, é isso.

Lino: Pois é.

Tita: Depois, 0 que ficou no segundo ¢ menor e o que fi-
cou no terceiro é...

Lino: Igual ao primeiro.

Professora: £7?

Cristina: Sim, é igual ao primeiro.

Marta: Eles sao iguais dois a dois.

Vitéria (apontando para o quadrade 5 x 5): Acho que o
primeiro é igual ao segundo.

Cristina: O primeiro é igual ao tltimo, o seg aindo é igual
ao terceiro.

Lino: 5d0 iguais... Aqueles dois e aqueles dois, Porque
sao eles ao contririo,

Professora: Q primeiro ¢ o tiltimo sio iguais. Tem certeza?
Tita: Sim.

Sara: Eu acho que sdo iguais porque eles parecem que
s30 simétricos.

No entanto, era necessdrio aprofundar a descoberta de re-
lagdes entre a drea dos quadrados, Por isso, os alunos calcula-
ram as dreas dos quadrados inscritos e usaram a simetria que
haviam identificado para reduzir o niimero de dados que ti-
nham de recolher. Esse trabalho conduziu 2 organizagao de uma
tabela como a seguinte, que eles préprios foram preenchendo,
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Lado Nimero de 1 3 B o RS il e o
quadrados inscritos

2 1

3 2 5|75

4 3 10 | 8 [ 10

5 4 I 2 I 5 ) e 4

A analise dessa tabela permitiu formular conjecturas so-
bre as linhas seguintes, com base na identificacdo de um pa-
drao por coluna: somar 3, somar 5, somar 7... A passagem de
tal processo recursivo para a procura de uma expressio geral
que nao implicasse o calculo dos valores de uma linha para
saber os valores da linha seguinte demorou mais tempo. A ex-
pressdo geral para a drea dos quadrados inscritos decorreu, apos
algum tempo em que os alunos fizeram vdrias tentativas, de
uma proposta de Sara: “Professora, eu acho que é como 4, por
exemplo, 4 x4 sao 16, mais 1, 17; 5x 5s8i0 25, mais 1, 26; 6 x 6 sao
36, mais 1, 37 [...] 7~ 1 ao quadrado mais 1”. Surgiram também
conjecturas para as expressoes gerais das dreas dos quadrados
inscritos nas posigoes 2 e 3. No entanto, a generalizagao para
todos os casos - no quadrado # x #, a drea do quadrado inscrito
na posicao m é (11— m)* + nr - foi proposta pela professora. Mas
a compreensao do que ela significava do ponto de vista geomé-
trico, para além de dar sentido a expressao proposta, permitiu
organizar uma demonstragio que validava a conjectura feita.

O caminho foi o seguinte. Com base na construgio da
figura abaixo indicada onde se inscreveu, num quadrado ini-
cial de lado », um quadrado na posigio 7, os alunos comega-
ram a ver 0 modo de validar a conjectura formulada, Assim,
para determinar a drea do quadrado inscrito na posigao »z, per-
ceberam que podiam usar o fato que o seu lado correspon-
de a hipotenusa de um tridngulo retangulo cujos catetos sao
nte 1. Usando o teorema de Pitdgoras, chegaram entao a
expressao (7 — m) + nr .
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rll W=

Posicao m

Para compreender os aspectos essenciais da Algebra, é
importante todo um percurso em que os alunos tém contacto
com um grande ntiimero de experiéncias algébricas informais
que envolvem a andlise de padroes e relagdes numéricas e a
sua representagao e generalizacao por meio de diferentes pro-
cessos. Essa potencialidade tem sido evidenciada nas tarefas
que temos discutido. De fato, o desafio langado pela generali-
zagdo de um padrao numérico e a compreensio do que traduz
essa generalizagdo constituem aspectos que muitas vezes es-
tdo envolvidos nas investigagdes numéricas e que apoiam o
desenvolvimento do raciocinio algébrico.

O campo dos nimeros também ¢é propicio a concepgao
de tarefas de investigagdo em que os alunos contatam com as-
pectos da historia da Matemitica. No exemplo que apresenta-
mos, Das poténcias de 2... (Quadro 6), o método subjacente a
construgao do quadro permite obter as poténcias de # (nime-
ro natural) a partir das poténcias de 7 - 1.

QUADRO 6 - Das poténcias de 2...

1. Vamos explorar algumas idéias que foram desenvolvidas
pelo matematico Nicémano de Gerasa, no século [ da nossa
era’. Repare que o quadro seguinte foi preenchido parcialmen-
te, segundo determinadas regras, tendo como ponto de partida
as poténcias de 2. Observe-o, com atengio, para perceber como
foram efetuados os calculos e, em seguida, complete-o.

"Nicdmaco de Gerasa (cidade perto de Jerusalém) nasceu cerca do ano de 100
dC. Os alunos interessados poderio pesquisar informagio sobre esse mate-
mitico na Internet.
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e Tente encontrar algumas regularidades entre os mime-
10s que figuram: em cada linha; em cada coluna; nas di-
agonais.

» Na coluna que comega em 2", qual sera o tiltimo nime-
ro? E na coluna de 27

2. Que conjecturas podera fazer sobre um quadrado seme-
lhante ao anterior que comece com as poténcias de 3? E
sobre um quadro comegando com as poténcias de 47 E so-
bre outros quadrados?

Os alunos, ao explorarem as regularidades sugeridas pelo
quadro, estao também tomando contato com o método usado
porum matematico para escrever as poténcias de um niimero
natural. Aos processos e conhecimentos matematicos que po-
dem ser desenvolvidos a partir dessa tarefa alia-se uma liga-
a0 a aspectos da historia da Matematica que sao importantes
na formagao matematica dos alunos.

Nos exemplos que apresentamos ao longo deste capitu-
lo, chamamos a atengao que as investigagoes numéricas con-
tribuem para desenvolver conceitos importantes. Realizando
investigagoes, os alunos podem desenvolver competéncias nu-
méricas indispensiveis no mundo de hoje, Eles precisam sa-
ber identificar, compreender e saber usar os niimeros, as ope-
ragoes com os numeros e as relagoes numéricas, Os alunos
precisam saber interpretar criticamente 0 modo como os nti-
meros sdo usados na vida de todos os dias e a escola deve pro-
curar desenvolver esse tipo de competéncia.
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Investigacoes geométricas

v’

A Geometria é particularmente propicia, desde os pri-
meiros anos de escolaridade, a um ensino fortemente baseado
na exploragio de situagdes de natureza exploratéria e investi-
gativa. E possivel conceber tarefas adequadas a diferentes
niveis de desenvolvimento e que requerem um nimero re-
duzido de pré-requisitos. No entanto, a sua exploragao pode
contribuir para uma compreensao de fatos e relagoes geomé-
tricas que vai muito além da simples memorizagao e utiliza-
¢do de técnicas para resolver exercicios-tipo,

As investigagbes geométricas contribuem para perceber
aspectos essenciais da atividade matematica, tais como a for-
mulagéo e teste de conjecturas e a procura e demonstracao de
generalizagdes. A exploragio de diferentes tipos de investiga-
¢ao geométrica pode também contribuir para concretizar a re-
lacao entre situacdes da realidade e situacoes matematicas,
desenvolver capacidades, tais como a visualizagio espacial e
o uso de diferentes formas de representagao, evidenciar cone-
xoes matematicas e ilustrar aspectos interessantes da historia
e da evolugao da Matematica.

Os exemplos que a seguir se apresentam procuram escla-
recer algumas dessas idéias e evidenciar a pertinéncia da in-
clusao das investigacoes geométricas no curriculo de Mate-
matica. Comegamos por apresentar uma tarefa de investigacao
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e mostrar como ela foi explorada na aula. Em seguida, apre-
sentamos uma discussao em torno de varios exemplos de tare-
fas de natureza investigativa em Geometria,

Dobragens e corites

Dobragens e cortes' (Quadro 7) foi a terceira tarefa de in-
vestigagio proposta aos 17 alunos de uma turma da 8" série
(12-13 anos) e, tal como as duas primeiras, foi explorada em
pequenos grupos de 3-4 alunos. Cada grupo dispunha de va-
rias tesouras e de um conjunto de revistas cujas folhas podia
arrancar de modo a poder realizar as dobragens e 0s cortes
necessarios para a exploragao da tarefa.

QUADRQO 7 - Dobragens e cortes

Por certo que na sua infancia, na escola ou com amigos,
voce se entreteve a fazer cortes em papel e a brincar com os
desenhos que obtinha.

Para explorar essa tarefa, vai precisar de uma tesoura e
de muito papel!

A - Uma dobragem e dois cortes

1. Numa folha de papel dobrada ao meio, corte triangu-
los equilateros, isGsceles e escalenos. Pegue nos peda-
cos de papel que obteve, desdobre-os e diga quais as
formas geométricas que tém.

- —

'7,.,—4':':;--”
Vg

W
| AN\

2, Com apenas dois cortes, e se quiser obter tridgngulos
equildteros, isésceles e escalenos na folha de papel, que
cortes deve fazer?

! Esta tarefa, tal como as restantes referidas neste capitulo, foi desenvolvida
pela equipa do projeto MPT — Matemitica para todos, O relato que aqui se
apresenta diz respeito a um projeto centrado na exploragio de investiga-
¢des na aula de Matemitica, ja referido no capftulo anterior,
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Desenhe um esbogo que mostre os cortes que fez e co-
mente as suas descobertas,

B - Mais dobragens e um so corte
Vai agora investigar o que acontece quando faz mais do
que uma dobragem mantendo ajustados os lados da folha de
papel.
1. Com duas dobragens e um corte, que tipo de figura
obtém?

o

\

\
\
A\

Buas dobragens

De que maneira consegue obter um quadrado?

2. Agora com trés dobragens, como mostra a figura abai-
X0, experimente fazer a mesma investigagao.

Trés dobragens
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De que maneira consegue obter um quadrado?
3. E com quatro dobragens?
4. Preencha a tabela:

n“ de dobragens n“ maximo de lados

w

=

o

Explique a relagao entre o niimero de dobragens e o nu-
mero maximo de lados da figura.

A exploragao e a discussdo dessa tarefa ocuparam duas
aulas: uma de 100 minutos e outra de 50 minutos. Foi previsto
que o relatério escrito’sobre a atividade empreendida deveria
ser elaborado fora da aula e foi pedido aos alunos para combi-
nar com os seus colegas de grupo a ocasiao em que se deviam
reunir para o efeito.

Quando essa tarefa foi proposta (na 3" semana de au-
las), os alunos tinham ainda pouca experiéncia de trabalho
na realizagdo de investigacdes. No entanto, comegava a no-
tar-se certo esforgo para nao pedir sistematicamente auxilio
a professora e procurar discutir as dividas e as decisdes com
08 seus colegas de grupo.

Depois de distribuidas pelos grupos as fichas de traba-
lho, tesouras e revistas, a professora incentivou os alunos a
ler com atengao o enunciado da tarefa e a trabalhar coope-
rativamente. No entanto, os alunos demoraram algum tem-
po a concentrar-se no trabalho: referiam o fato, que acha-
vam estranho, de usar tesouras, e folheavam as revistas

* A elaboragdo de relatérios serd discutida em detalhe no capitulo 6,
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comentando um ou outro artigo. Embora nessa fase inicial se
tenha observado algum dispéndio desnecessario de tempo,
quando os alunos comegaram a se concentrar no trabalho pa-
reciam estar entusiasmados com a perspectiva de poder usar
esses tipos de material pouco usuais. De fato, foi com visivel
entusiasmo que comegaram a explorar a tarefa passando a ar-
rancar, dobrar e cortar as folhas das revistas, sem que ninguém
prestasse atengao as noticias nelas impressas.

Parte A — Ll dobragem e dois cortes

A primeira questio da ficha ndo explicita a necessidade de
fazer certa exploragio de varios casos dentro de cada tipo de
triingulo, uma vez que o seu principal objetivo € ajudar a per-
ceber o tipo de trabalho que os alunos devem realizar. Por isso,
tinha-se decidido dar liberdade aos alunos para explorarem o
mais autonomamente possivel essa primeira questio. Tinha-se
também previsto a possibilidade de levantar algumas questoes
que os ajudassem a completar o trabalho realizado, mas s6 de-
pois desses terem terminado a exploragao dessa parte da tarefa,

Os alunos comegaram a dobrar folhas e a recortar os va-
rios tipos de triangulo sem dificuldade. De uma forma geral,
cortaram apenas um triangulo de cada tipo e chegaram a uma
conclusdo idéntica a registrada por um dos grupos:

Cortamos todos os tipos de triangulo, ¢, i medida que
0s fomos cortando, fomos obtendo diversos quadri-
lateros,

Por exemplo:

Com o tridngulo isésceles e 0 equildtero obtivemos |[...]
losangos,

Com o tridangulo escaleno, obtivemos um papagaio.’

A segunda questdo levantou algumas dificuldades ini-
ciais: na pergunta anterior ninguém havia cortado um triangulo

* Na aula usava-se o termo gusfe.
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retangulo e, por isso, estavam convencidos de que obtinham
sempre quadrilateros. Demoraram algum tempo a realizar
varias tenfativas e alguns grupos s6 conseguiram descobrir o
fipo de corte que deveriam fazer, depois de a professora lhes
fazer notar que eles tendiam a cortar apenas tridngulos acu-
tangulos. No entanto, quando perceberam que um dos cortes
devia ser perpendicular a folha de papel, rapidamente come-
garam a procura dos tipos de tridangulo pedidos.

Nessa fase os alunos desenvolveram um trabalho carac-
terizado pela realizagdo de virias tentativas que davam por
terminadas a partir do momento em que conseguiam uma
resposta, Se uma experiéncia lhes permitia, por exemplo,
obter um tridngulo isosceles, faziam o esbogo do corte que
haviam realizado e comegavam a efetuar novas tentativas
para obter os outros tipos de tridangulo pedidos. Assim, a
sua conclusao de que nao era possivel obter um triangulo
escaleno decorria da constatagdo de que nenhuma das tenta-
tivas realizadas lhes permitia obter esse tipo de triangulo.
Também, 0 modo como era possfvel obter um tridngulo equi-
latero era descrito a partir de um exemplo particular em que
o tinham conseguido obter.

Procurando que os alunos conseguissem comegar a reco-
Iher os dados e a testar as suas conjecturas de um modo mais
sistematico, a professora da turma sentiu necessidade de fazer
uma intervengdo oral em que questionava a conclusao dos alu-
nos relativamente a pergunta 1, segundo a qual se obtinham
sempre quadrildteros, Insistiu também na importancia de es-
tudar exaustivamente cada caso e de ndo poderem assumir
como geral o resultado de uma experiéncia.

A partir dessa intervengao, os alunos comecaram a orga-
nizar um trabalho mais sistematico. Retomaram a pergunta 1
e procuraram cortar tridngulos que ainda nao haviam estuda-
do. Embora ainda sem se preocupar com a procura de argu-
mentos que validassem as suas conclusées, a maioria dos alu-
nos conseguiu identificar o tipo de triangulo que lhe permitia
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obter quadrados, losangos, tridngulos e papagaios concavos
OU CONVEXOs.

A validacdo das suas conjecturas continuava muito liga-
da a andlise dos casos que haviam estudado. No entanto, so-
bretudo a partir do momento em que eram diretamente ques-
tionados pelas professoras, alguns alunos comecaram a
perceber como podiam pensar de modo a justificar as conjetu-
ras que haviam resistido a sucessivos testes:

Tita: Quando se corta um triangulo isésceles obtém-se
um losango, quando se corta um escaleno tem-se um
papagaio.

Professora: Por qus! "

Tita: {pegando numa bolsa transparente onde tém to-
das as figuras recortadas e onde escreveram a pergun-
ta e a situagdo a que correspondia cada recorte} Temos
que procurar aqui a figura ... (pegando no recorte de
um losango) ... cortamos um tridngulo isdsceles e deu
este losango.

Professora: Sim, mas por qué?

Jodo; Entdo, foi o que deu em todos que fizemos.

Eva: (pegando no recorte) Esperem (olha para o recor-
te e dobra-o segundo o vinco de dobragem) quando
estes dois lados sao iguais também os outros por trés
ficam iguais. Os quatro lados sdo iguais, por isso da
sempre um losango.

Nessa fase, para alguns grupos, foi importante uma troca
de impressdes com as professoras. No entanto, quando reto-
maram a exploragao da pergunta 2, ja revelaram alguma preo-
cupagao em precisar as caracteristicas dos cortes que deviam
fazer e em justificar a impossibilidade de obter triangulos es-
calenos. A parte do relatério de um dos grupos, referente a
essa questao, ilustra esse tipo de preocupagao.

Se quiséssemos obter triangulos isésceles, deviamos fa-
zer 0s seguintes cortes:
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E.se quiséssemos obter triangulos equilateros:
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Em relagdo ao tridngulo escaleno, ndo o conseguimos
obter em virtude de seus lados serem todos diferentes, e ao
cortar de um lado ja ficaria igual ao outro, uma vez que a do-
bragem serve como eixo de simetria.

Parte B - Mais dobragens e unt so corte

Ao explorarem essa parte da tarefa, os alunos comega-
ram a fazer um nimero maior de testes procurando verificar,
com base na andlise de mais casos, as suas conjecturas. No en-
tanto, logo na primeira questdo, o fato de procurarem desco-
brir uma forma de obter um quadrado, terd também incenti-
vado a realizagao de mais experiéncias. Embora no enunciado
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se afirme que ¢ possivel obter quadrados, ao procurarem obté-
los, 0s alunos realizaram uma série de experiéncias. De fato,
apenas o corte que faz com os lados da folha de papel angulos
de 457 permite obter quadrados e, antes de conseguir descobrir
iss0, a grande maioria dos alunos teve de realizar cortes com
inclinagdes diferentes e analisar as figuras que ia obtendo.

Para preencher a tabela da pergunta 4, os alunos recorre-
ram aos resultados obtidos anteriormente. A questao de expe-
rimentar ou nao fazer cinco dobragens de modo a poder com-
pletar a dltima linha da tabela foi abordada de duas formas.
Alguns grupos, ao perceberem que era dificil dobrar cinco ve-
zes a folha de papel, chamaram a professora. S6 a partir do
momento em que essa os incentivou a olhar para os resultados
ja obtidos e para o que significava dobrar sucessivamente a
folha, é que comegaram a pensar sem concretizar o corte com 5
dobragens. Outros grupos, como o de Eva, verificaram que
nao era necessdario realizar a experiéncia com 5 dobragens.

Eva: 4, 8, 16, 32, é 32.
Jodo: Ih! 32. Como € que sabe?
Eva: Sim, 16 mais 16 da 32.

Tita: Eu acho que ndo sio 32. E melhor fazermos a do-
bragem.

Jodo: E. Entdo olhe 14, 4 mais 4 sdo 8, 8 mais 8 sio 16,
16 mais 16 sao 32,

Tita: Ah! T4 bem.
Jodo: Pensa... Puxa pela cabega.

Tita: Jodo ndo seja tolo... Estava pensando doutra ma-
neira (lendo): “explica a relagdo entre 0 niimero de do-
bragens e o nimero méximo de lados da figura”.

Jodo: Arelagio é quando temos 2 dd 4, quando temos 4
da 8.

Tita: Ndo... Assim ndo pode ser.

Eva: Sim, tem de ser assim. Espere, deixa ver 8 (dobra
uma folha que tem na mao)... J sei. £ que quando a
gente dobra outra vez acrescenta 0 mesmo niimero de
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lados. Vé aqui? Estd assim com trés dobragens que vai
dar 8. Agora se dobra outra vez e esta parte aqui vai
dar mais 8. Temos duas partes iguais por isso vamos
multiplicando por 2.

Todos os alunos da turma conseguiram chegar a esse tipo
de explica¢do relativamente a relagao existente entre o nimero
de dobragens e 0 niimero maximo de lados da figura. O desa-
fio, entretanto langado pela professora, de pensar numa relacao
em que ndo se tornasse necessdrio recorrer a todas as dobra-
gens anteriores, mostrou-se mais dificil para alguns alunos. Es-
pecialmente complicado foi passar de uma forma de relacionar
os valores da tabela de uma linha para outra (processo recursi-
voque haviam conseguido identificar ejustificar) para uma for-
ma de relaciond-los por linha. No entanto, apés virias tentati-
vas e com maior ou menor apoio da professora, eles conseguiram
chegar a generalizagao de que para # dobragens se terd 2* la-
dos. O grupo da Eva foi a excegdo uma vez que conseguiu
fazé-lo de um modo completamente autdbnomo:

Jodo (duplicando o primeiro valor de cada linha e
comparando com o segundo valor): Espere 1§, tive uma
idéia... 3mais 3sd0 6, faltam 2, 4 mais 4 sio 8, faltam 8,
isto também ndo da.

Tita: Isto aqui é um bocado dificil. Entdo, quando au-
menta o nimero de dobragens, multiplicamos por 2 o
ntimero maximo de lados. Isto ja é uma relagao.

Eva: Sim, mas ndo ¢ bem o que nos pediam porque
assim temos de fazer todos. Para saber o numero de
lados com que ficamos com 10 dobragens, temos de
fazer a tabela toda até la.

Eva: 2 vezes 2 sao 4, 3 vezes 3 sdao 9, mas la temos 8,
Nao da.

Jodo: 4 vezes dois, nio,

Eva: Estes numeros aqui... 2 vezes 25304. 08 .,

Tita: I 4 vezes 2. Isso ja sabfamos que era multiplicar

por 2.
Eva: Sim, mas podemos escrever 2 vezes 2 vezes 2 que
d4 8, 0 2 did o nimero de dobragens.
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Jodo: O que?

Eva: Com 3 dobragens, ¢é 2 vezes 2 vezes 2. Agora 2
vezes 2 vezes 2 vezes 2 da o de quatro dobragens.
Jodo: Th pd, jd esta. Jd sabemos.

Eva: Com 10 dobragens ¢ 2 vezes 2 vezes 2, dez vezes.

Depois da exploragao da tarefa em pequenos grupos, a
professora coordenou uma discussao das descobertas dos alu-
nos de modo a que todos tivessem oportunidade de intervir,
Pepois de um grupo explicar 0 modo como havia explorado
determinada questao, 0s outros eram solicitados a analisar o
que havia sido explicitado e a acrescentar novos aspectos.
Paralelamente, a professora insistiu na procura de argumen-
tos que pudessem justificar as relagoes encantradas, aspecto
que tinha ainda reduzida expressao no trabalho desenvolvi-
do pelos alunos.

O episodio seguinte ilustra 0 modo como a professora
procurou que os alunos fossem propondo justificagoes para as
suas conclusoes:

Professora: £ possivel com a folha dobrada av meio obter
tridngulos?

Lino: Os cortes nio podem ser quaisquer.
Eva: Temos de cortar tridngulos retingulos.
Professora: Por gué?

Rita: Se um corte nao for perpendicular 3 dobra da fo-
lha fico com mais um lado e ja ndo dd trés lados.

Professora: Jsso. £ 50 posse obter qie tipe de tridngulo?
Eva: Isésceles e equiliteros.

Professora: Nunca posse obter escalenos, por gué?
Eva: A linha de dobragem é um eixo de simetria.
Professora: £...

Eva: Os triangulos escalenos ndo tém eixos de si-
metria.

Os relatorios elaborados pelos alunos traduziram, sobre-
tudo, as conclusdes a que eles haviam chegado e ainda nao
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refletiam a preocupacao em justificd-las sem ser a partir das
experiéncias levadas a efeito. No entanto, de um modo geral,
todos os grupos conseguiram apresentar relatérios que siste-
matizavam o trabalho realizado.

As professoras fizeram um balango bastante positivo des-
se trabalho uma vez que, para além de terem sido discutidas
idéias importantes relacionadas com a exploragio de uma in-
vestigagao, os alunos se mostraram bastante entusiasmados e
procuraram sempre participar ativamente. Tal tarefa possibi-
litou a andlise de aspectos em que 0s alunos tinham ainda difi-
culdades - olhar para uma tarefa de investiga¢do como um
todo e ndo como uma sequiéncia de perguntas nao relaciona-
das, ndo retirar conclusdes a partir de um niimero reduzido
de experiéncias, ser capaz de organizar os dados recolhidos e
de procurar argumentos que validem as suas conjecturas - mas
que comegaram a ser ultrapassadas por muitos deles,

Os comentdrios dos alunos ao trabalho realizado refle-
tem 0 gosto que tiveram em explorar essa tarefa e, muitos deles,
referem a maior facilidade com que o fizeram (comparativa-
mente com as duas primeiras investigagoes que haviam realiza-
do), Como escreveu um dos grupos no seu relatério: “Este tra-
balho foi até agora 0 que achamos mais divertido e facil, na
medida em que trabalhamos com cortes, e também de certa for-
ma pudemos relembrar os eixos de simetria [...] foi um trabalho
sobre investigacdes que gostamos muito de fazer. Consegui-
mos explord-lo ao maximo, fazendo virias experiéncias”,

As inwvestigagoes no ensino da Geonetria

Por todo o mundo tém vindo a ser perspectivadas recomen-
dagoes curriculares para o ensino da Geometria. De um modo
geral, tem sido contestada a visao do movimento da Matemética
Moderna que destacava o papel da Geometria para ilustrar o ca-
rater dedutivo e axiomdtico da Matematica e desvalorizava os
aspectos ligados a observagao, a experimentacio e a construcao.

As tendéncias curriculares atuais convergem ao consi-
derar que essa drea da Matemadtica é fundamental para

82




Investigachies mateméticas na sala de aula

compreender 0 espago em que nos movemos e para perceber
aspectos essenciais da atividade matematica. Salienta-se, por
exemplo, a importincia de estudar os conceitos e objetos geo-
métricos do ponto de vista experimental e indutivo, de explorar
a aplicagdo da Geometria a situages da vida real e de utilizar
diagramas e modelos concretos na construcao conceptual em
Geometria. Com 0s exemplos que apresentamos em seguida,
procuramos evidenciar a idéia de que as investigacdes geomé-
tricas constituem experiéneias de aprendizagem importantes
para prosseguir estas recomendagées curriculares,

Comecemos pela utilizagio de programas de Geometria
Dindmica, uma opgao curricular atualmente bastante enfati-
zada. Esse suporte tecnoldgico permite o desenho, a manipu-
lagao e a construgio de objetos geométricos, facilita a explora-
¢ao de conjecturas e a investigacio de relacoes que precedem
0 uso do raciocinio formal, Varios estudos empiricos desta-
cam também que, na realizacao de investigagdes, a utilizacao
dessas ferramentas facilita a recolha de dados e o teste de con-
jecturas, apoiando, desse modo, exploragdes mais organiza-
das e completas e permitindo que os alunos se concentrem nas
decisoes em termos do processo®,

Vejamos dois exemplos concretos. O primeiro, Partindo do
Teoren de Pitigoras, ¢ um desafio que pode ser proposto a partir
do momento em que os alunos jd conhecem tal teorema. F um
exemplo de uma proposta de trabalho em que estd presente a
idéia de analisar generalizagoes de fatos conhecidos.

QUADRO 8 - Partindo do Teorema de Pitagoras

Como sabe, o Teorema de Pitigoras estabelece uma rela-
¢a0 entre as dreas dos quadrados cujos lados sdo 0s catetos e
a hipotenusa de um triangulo retingulo, Mais concretamente,

! Existem diversos programas de Geometria Dindmica, a que faremos refe-
réncia mais adiante. Para uma descrigao de experiéncias de sala de aula, o
leitor pode ver BORBA e PENTEADO (2001), Sobre o papel desses progra-
mas na aprendizagem da Matemaitica, ver também ABRANTES.
SERRAZINA e OLIVEIRA (1999),

* Ver BROCARDO (2001).
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costumamos enunciar este teorema dizendo: num triangulo
retangulo o quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos qua-
drados dos catetos.

Propomos-lhe agora que investigue, com o auxilio do
Geometer's Sketchpad® possiveis generalizaghes deste teorema
pensando na seguinte questao:

Se construir outras figuras geométricas, em vez de qua-
drados, a relagao entre as areas mantém-se?

Pode comegar por investigar o que se passa se construir
triangulos equilateros:

- construa um novo tridngulo retingulo;

- sobre cada um dos catetos e sobre a hipotenusa construa
trigangulos equildteros;

- compare a soma das dreas dos tridngulos construidos
sobre os catetos com a drea do triangulo construido so-
bre a hipotenusa.

- que conjectura pode estabelecer?

- tem motivos que o levam a pensar que ela é sempre ver-
dadeira?

Investigue o que acontece se construir sobre os lados de
um tridngulo retingulo outros poligonos regulares.

E se construir semicirculos?

Com base nas experiéncias que fez anteriormente, estabe-
lega uma conjectura que diga respeito a figuras construidas
sobre os lados e sobre a hipotenusa de um tridngulo retangulo.
Escolha uma figura para a qual a conjectura nao tenha ainda
sido verificada e observe se esta se mantém. Explique por que
¢é que a sua conjectura lhe parece verdadeira.

* O Geometer s Sketelypad @ um programa de geometria dindmica muito seme-
lhante ao Cabri-Geéomeéére ou ao Geomeelricks, Esta tarefa, embora pensada
para o Skefclpwd, pode igualmente ser trabalhada usando outros progra-
mas, nos quais os alunos terdo de ter uma iniciagdo relativamente ao modo
de os usar para investigar propriedades geométricas,
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Depois de o0s alunos construirem o tridngulo retangulo,
com o auxilio dos macros ja integrados no Skefc/pid, podem
facilmente construir poligonos regulares e nao-regulares, De
fato, a possibilidade de usar programas de Geometria Dina-
mica facilita a realizagio de experiéncias que, de outro modo,
se tornariam morosas e dificeis de analisar.

Ainvestigagdo ¢ inicialmente centrada nos poligonos re-
gulares. Para cada tipo de poligono regular, os alunos facil-
mente realizam um grande nimero de testes: basta arrastar
um dos vértices do triangulo equilatero para obter uma figura
diferente. Apds sucessivos testes com virios poligonos regula-
res, € natural que os alunos elaborem uma conclusio idéntica
aseguinte, apresentada por um grupo apés ter construido po-
ligonos regulares com 3, 5 e 6 lados:

Desenhamos o hexdgono e a regra nio se alterou, no-
vamente a drea dos hexagonos desenhados sobre os
catetos é igual & drea do hexagono desenhado sobre a
hipotenusa. Agora pensamos que a regra se manti-
nha para todos os poligonos regular que desenhdsse-
mos sobre os lados do tridngulo retingulo,

Esse tipo de “conclusao” pode originar uma interessante
discussao em torno da diferenga entre “verificar para muitos”
e “provar para todos" que pode ser precisada a partir do desa-
fio, langado pelo professor, de pensar numa demonstragao para
um ou dois tipos de poligono regular.

No caso dos poligonos nao-regulares, surge facilmente a idéia
de contra-exemplo: desde que se encontre um poligono ndo regu-
lar que nao verifica a conjectura estabelecida para os regulares,
pode-se concluir que ela nio se verifica em todos os poligonos,

Outro exemplo de tarefa que pode ser explorada com pro-
gramas de Geometria dindmica é Quadriliteros ¢ pontos médios.

QUADRO 9 - Quadrilateros e pontos médios

Utilize um programa de Geometria Dinamica ( Grometer s Ske-
tohpad, Cabri-Géonidtre ou Geomelricks) para realizar essa in-
vestigacio sobre quadriliteros.
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1. Construa um quadrildtero qualquer e o ponto médio de
cada um dos lados. Em seguida, una os pontos médios dos
lados consecutivos. Que tipo de quadrilatero obteve?

Arraste um dos vértices do quadrilitero inicial. Diga o
que acontece e tente justificar por qué.

2. Investigue agora o que acontece se o quadrildtero ini-
cial for especial (quadrado, retangulo, losango...).

Essa investigacdo tem como base a idéia de partir da cons-
trugao de figuras para investigar relagoes entre elas. Na per-
gunta 1, apGs virias experiéncias, os alunos comegam a aper-
ceber-se de que obtém sempre um paralelogramo. Nessa altura
€ importante que o professor os incentive a procurar uma de-
monstragao dessa conjectura.

Um caminho possivel para essa demonstragao é comegar
por tragar uma das diagonais do quadrilitero inicial.

Depois, podemos garantir que cada um dos dois lados
do quadrildtero inscrito que estdo assinalados é paralelo a
diagonal que se tragou, usando o seguinte teorema de Eucli-
des: se tracarmos uma reta paralela a um dos lados de um
triangulo, entao ela corta os lados do triangulo proporcional-
mente, e, se 0s lados do triangulo forem cortados proporcional-
mente, entdo o segmento de reta que une os pontos médios é
paralelo ao lado restante do triangulo. Finalmente, podemos con-
cluir que, uma vez que cada um dos lados assinalados é paralelo
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amesma diagonal, entao eles sao paralelos entre si. Fica assim
demonstrada a conjectura.

A investigagio proposta na segunda questdo exige que
os alunos tenham bem presente as propriedades dos virios
quadrildteros e que as utilizem na sua construgdo e verifiquem
de modo a estabelecer conjecturas que relacionem o quadrilé-
tero de partida e o quadrilitero que se obtém unindo os seus
pontos médios.

Outra recomendagao curricular geral que tem vindo a
ser salientada ja hd alguns anos é a de utilizar, na sala de
aula, material manipulavel. Por exemplo, em 1989, o NCTM
considerava que:

» Todas as salas de aula devem ser equipagas com conjun-
tos de material manipulavel (por exemplo, cubos, pla-
cas, geoplanos, escalas, compassos, réguas, transferido-
res, papel para tragado de gréficos, papel ponteado).

* Professores e alunos devem ter acesso a material apro-
priado para desenvolver problemas e idéias para ex-
ploragbes.

Estd hoje bastante difundido material manipulével diver-
so, adequado ao estudo de varios conceitos e relagoes geomé-
tricas como simetrias, pavimentagdes ou cortes em poliedros.
Esse material constitui um importante ponto de partida que
entusiasma os alunos a fazer exploragdes, apéia a obtengao de
dados e a formulagio de conjecturas.

Um exemplo disso foi a reagio dos alunos de uma turma a
quem foi proposto realizar uma investigagao sobre a relagdo entre
onimero de vértices, arestas e faces dos poliedros convexos, Os
alunos dispunham de virias pecas de polidron (triangulos, qua-
drados, pentdgonos e hexdgonos que encaixam uns nos outros)
que podiam usar para construir varios solidos geométricos. Ao
trabalhar essa investigagio na aula, foi visivel como a utilizagao
desse material entusiasmou os alunos para realizar o trabalho
proposto. O seguinte comentario, incluido no relatério de um
dos grupos, ilustra bem essa potencialidade: “E sem divida o
mais interessante foi a utilizagao dos polidrons, com os quais ao
mesmo tempo que trabalhavamos nos divertiamos”.
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Qutro exemplo € o de uma investigacao em que € pro-
posto aos alunos a construcao de cubos de diferentes dimen-
soes a partir de “cubinhos” unitarios:

QUADRO 10 - Cubos, cubos e mais cubos

Imagine agora que, depois de construido o cubo de aresta
3 com os cubinhos, se decidiu pinta-lo exteriormente de ver-
melho.

Quantos cubinhos ficam com uma tnica face pintada? E
com duas? E com trés?... E com nenhuma?

Investigue o que aconteceria se pintissemos um cubo de ares-
ta 4, E se pintdssemos um de aresta 5?7 E de aresta 107

A possibilidade de usar cubinhos apéia o trabalho inicial
de recolha de dados. Mas, também, apéia a justificagao dos
valores encontrados mesmo para os casos em que se torna
pouco viavel a efetiva construgao do cubo (como nos casos de
aresta 5 e 10). Por exemplo, para perceber que o nimero de
cubinhos com zero faces pintadas corresponde ao niimero de
cubinhos necessarios para construir um cubo cuja aresta tem
menos dois cubinhos que o cubo inicial, ¢ importante olhar
para os modelos construidos e imaginar o que fica no interior.
Daqui pode facilmente justificar-se que a expressio (7-2)° cor-
responde ao nimero de cubinhos com zero faces pintadas.

Os exemplos discutidos anteriormente centraram-se em
investigacoes em que é importante a utilizagio de ferramentas
tecnoldgicas ou de material manipuldvel. A realizagio de in-
vestigagOes permite também perseguir uma idéia salientada por
Freudenthal” - a de proceder a pequenas organizagoes locais
da Geometria. Para esse autor, em vez de apresentar aos alu-
nos uma organizagao global da Geometria, podem ser propor-
cionadas experiéncias em que eles sejam convidados a organi-
zar um pequeno nimero de resultados conjecturados por eles.

" Ver FREUDENTHAL (1973).
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A tarefa Quadriliteros e diaggonars é um exemplo de como esse
aspecto pode ser trabalhado a um nivel elementar. De fato, na
discussao final do trabalho realizado pelos alunos, o professor
pode desafid-los a organizar uma sistematizacio das suas con-
clusdes, clarificando, desse modo, como se pode organizar uma
classificacio dos quadrildteros tendo em conta as caracteristi-
cas das suas diagonais.

QUADRO 11 - Quadrildteros e diagonais

Trace um segmento vertical como o seguinte:

1. Desenhe outro, de modo que os dois segmentos sejam
as diagonais de um quadrado. Desenhe o quadrado corres-
pondente e escreva os cuidados que teve ao tragar a segunda
diagonal. Faga 0 mesmo para cada um dos tipos de quadrila-
tero que conhece.

2. Procure agora definir as caracteristicas das diagonais
dos quadrilateros anteriores.

Virios dos exemplos que fomos discutindo ao longo des-
te capitulo incidem sobre aspectos particulares, como, por
exemplo, a utilizagio de material manipulivel na realizacio
de investigacdes. No entanto, em todos eles esteve presente a
idéia que o trabalho em torno de tarefas de investigagao geo-
métricas permite ao professor perseguir uma recomendacao
curricular, hoje largamente aceita, de que deve ser dado tem-
po e oportunidade ao aluno para organizar as suas experién-
cias espaciais,
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[Capitulo V

Investigacoes em Estatistica

No curriculo de Matematica, a Estatistica é um tema
relativamente recente. As abordagens usuais deste topico enfa-
tizam os aspectos computacionais e procedimentais: como se
calcula a média ou o desvio padrao, como se faz um gréfico de
barras, um grifico circular ou um diagrama de caule e folhas.
Como consequéncia, a Estatistica pode tornar-se um dos temas
de Matematica mais aborrecidos de ensinar e de aprender.

No entanto, este tema matematico desempenha um pa-
pel essencial na educagao para a cidadania. Na verdade, a Es-
tatistica constitui uma importante ferramenta para a realiza-
¢ao de projetos e investigagdes em numerosos dominios, sendo
usada no planejamento, na recolha e andlise de dados ¢ na
realizagdo de inferéncias para tomar decisées. A sua lingua-
gem e conceitos sao utilizados em cada passo do dia-a-dia
para apoiar afirmagoes em dominios como a saide, o despor-
to, a educagao, a ciéncia, a economia e a politica. Todo o cida-
dao precisa saber quando um argumento estatistico estd ou
nao a ser utilizado com propriedade,

Neste capitulo, comegamos por apresentar uma investi-
gacao estatistica realizada na sala de aula. Na parte final, alar-
gamos a nossa discussao sobre o lugar que as investigagoes
estatisticas podem ter na pratica do professor.
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Investigando o aluno tipico

Essa experiéncia' foi realizada pela professora Olivia de
Sousa, em colaboragao com uma colega que disponibilizou a
sua turma de 6" série de 19 alunos de 11-12 anos. Na opiniido da
sua professora, trata-se de alunos interessados e simpaticos,
com experiéncia anterior de trabalhar em grupo e de realizar
investigagoes matematicas.

A idéia da tarefa surgiu do livro Didicticn de la Estadfs-
trca, de Carmen Batanero. Assumindo que, nessa idade, os
jovens tém grande curiosidade em relagao ao seu corpo, Olivia
achou que esse tema podia dar origem a um trabalho relevante
e motivador. Esbogou uma primeira versao que discutiu coma
colega, 0 que levou a uma melhoradaptagao do textoa lingua-
gem dos alunos, Procuraram incluir questdes que os ajudas-
sem a orientar-se autonomamente no seu trabalho. Tiveram,
ainda, o cuidado de aligeirar o texto, assumindo que diversas
informagdes seriam dadas oralmente aos alunos, na devida
altura.

Durante a preparacao do trabalho, as professoras discuti-
ram aspectos como a gestao do tempo, a dindmica das aulas, o
seu proprio papel e a avaliagao do trabalho dos alunos. Decidi-
ram usar cinco blocos de 90 minutos, sendo os primeiros trés
destinados a realizagio da tarefa, o quarto a elaboragao de rela-
tdrios e preparagio de apresentacoes orais, € 0 ultimo a apre-
sentacao e a avaliagdo dos trabalhos.,

As professoras decidiram, ainda, que a maior parte do
trabalho iria decorrer em pequenos grupos. Aqui e ali seriam
inseridos perfodos de debate geral, permitindo a todos a par-
tilha de experiéncias e significados. Refletiram, também, so-
bre a gestdo dos periodos de discussao coletiva e prepararam
questdes para estimular a intervengdo e a reflexao de todos
os alunos.

| A descrigio desta expetiéncia tem por base o artigo de OLIVIASOUSA (2002).
Trata-se de um trabalho realizado no ambito de uma dissertagao de mestrado
com orientagdo de Jodo Pedro da Ponte.

92



Investigagdes matemiticas na sala de aula

Aula 1: Preparagdo das questdes a investigar. Os alunos
receberam a ficha de trabalho indicada no Quadro 12.

QUADRO 12 - Como sao os alunos da minha turma?
(17 etapa)

Suponha que queria comunicar, a um aluno de um pais
distante, ou mesmo, quem sabe, a um extraterrestre, como sdo 0s
alunos de sua turma.

I*etapa: Preparagao das questdes de investigacao
Discuta, com os seus colegas, sobre:

1. Que dados (fisicos, sociais, culturais...) devem entrar na
caracterizagao do aluno tipico?

2. Como pensa que vai ser o perfil do aluno tipico da tua
turma?

3. Serd necessario tragar um perfil para os mogos e outro
para as mogas? Por qué?

A professora da turma leu a ficha, procurando clarificar o
significado de alguns termos e certificar-se de que todos os alu-
nos a tinham entendido, Os alunos discutiram entdo as caracte-
risticas a consid erar. Todos os grupos referiram, desde logo, 0s
dados fisicos: cor dos olhos e do cabelo, altura, peso... A identi-
ficagao de caracteristicas sociais e culturais ja ndo foi tdo evi-
dente, tendo suscitado muitas perguntas de todos os grupos.
As discussoes mais acesas surgiram durante a elaboragao da
conjectura do perfil do aluno tipico. Por exemplo, 0 Mauro, de
olhos verdes, centrando-se sobre si proprio, teimava que o alu-
no tipico tinha olhos verdes...

Inés: Agora vamos ver como ¢ que é o aluno. Como
pensa que vai ser? V4, a cor dos olhos.

Estelle: Olhos castanhos.
Mauro: Verdes!
Inés: Castanhos!
Mauro: Verdes!
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Inés: Nao, é mais tipico olhos castanhos do que verdes,

Mauro: Ai 62 Eu tenho os olhos tipicos?

Nesse grupo todos os alunos intervieram com freqiién-
cia, manifestando a sua opiniao. As duas alunas lideraram as
operagdes, mas todos participaram na discussao, com base na
observacao direta e no conhecimento de si proprios.

Depois de todos 05 grupos terem registrado a sua conjec-
tura, procedeu-se a apresentagao do trabalho feito a toda a
turma. Primeiro, o porta-voz de cada grupo indicou as carac-
teristicas que haviam selecionado. As idéias apresentadas pe-
los varios grupos eram muito proximas, pelo que se passou a
apresentacao das conjecturas. Aquisurgiram divergéncias, no-
meacamente, quanto a altura, peso e preferéncia de ocupagio
de tempos livres. Estando a aula a terminar, nio se dedicou
muito tempo a sua discussio, visto que era necessério decidir
quais as caracteristicas a invesligar na aula seguinte.

No fim da aula, as professoras fizeram uma reflexao. Con-
cordaram que a gestdo do tempa podia ter sido outra, mas fize-
ram um balango positivo por sentirem que os alunos haviam
trabalhado com entusiasmo, Compilaram uma lista com as ¢a-
racteristicas sugeridas, verificando que duas delas —altura e peso
~requeriam uma recolha de dados por medigio. Considerando
importante que todos 0s alunos fizessem medicoes, acrescenta-
ram mais trés caracteristicas desse tipo e procederam a sua dis-
tribuigao pelos grupos, de modo que todos recolhessem dados
por inquérito, observagao e medigio. Cada grupo ficou entdo
com quatro caracteristicas para investigar.

Attla 2: Recolha de dados. Nessa aula os alunos comegaram
mais depressa a trabalhar. Foi-lhes indicado o critério seguido
na distribuigao das caracteristicas ¢, para todos saberem o que
os outros estavam a estudar, cada grupo recebeu uma folha
com a distribuicao feita, além da ficha relativa a essa etapa
(Quadro 13).

 Este didlogo e os seguintes sio retirados do artigo de OLIVIASOUSA (2002).
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QUADRQ 13 - Como 530 0s alunos da minha turma? (2" etapa)

2" etapa; Preparagao da recolha dos dados

1, Escreva na forma de pergunta cada uma das caracteristicas
que vai investigar,

2. Que respostas pensa obter para as suas perguntas?

3. De que modo (por meio de observagio, medigi o ou inqué-
rito) pode obter as respostas as suas perguntas?

4. Prepare folhas de registro para os dados que vais recolher,

Com essas questoes, as professoras pretendiam orientar
0s alunos na preparagao da recolha dos dados, a realizar na
segunda parte da aula. As duas primeiras questdes tinham por
objetivo alertar os alunos para os cuidados a ter na redacio
das perguntas de um inquérito. Ao pensarem nas respostas
possiveis, 0s alunos sentiram necessidade de clarificar as suas
questdes de modo a obterem respostas faceis de tratar, situa-
¢do ilustrada pelo seguinte didlogo:

Estelle: Qual ¢ a sua preferéncia?

Alexandre: O que gosta mais de fazer?

Estelle: Preferéncia pode ser o que nds quisermos, Nos
aqui podiamos estar a falar do qué?

Ings: Quais sio as suas favoritas preferéncias ou prefe-
réncias favoritas?

Estelle: Quais sao as suas preferéncias de comer? Qual
€ a preferéncia da sua comida? Fstd percebendo? E as-
sim, 6 que nés temos é...

Inés: Nao! Nds temos que saber...
Mauro: Qual ¢ a comida que prefere?
Inés: Quais sdo as suas preferéncias no geral?

Todos concordaram com essa formulagio da pergunta e re-
gistraram-na nas suas fichas de trabalho. Mais tarde, ao pensarem
nas respostas que poderiam surgir, retomaram a questao:
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Professora: Como & a pergunta? Quats sao as suas pre-
Jeréncias, ne geral?

Inés: O que gosta de fazer, no geral?

Professora: O gque gosta @de fuzer guando? Quando esti
na awla de Matemdtica?

Todos: Nao!

Professora: Ne aula de inglés?

Estelle: Nos tempos livres,

Alexandre: Nos tempos livres, a minha preferéncia é
jogar computador!

Professora: Bom, o que gosta de fazer nos tempos li-
vres? ji estd ume bocadintho mais clara. Depods hd oulra
questdo que € o sequinte: cada wm pode dizer quanias
respostas quiser on vde limitar?

A identificagao das trés técnicas de recolha de dados tam-
bém nao levantou problemas. Os alunos consideraram que, para
saber se ¢ aluno tipico usa ou ndo 6culos, nao basta a observa-
gao, uma vez que ha alunos que tém 6¢ulos mas nao 0s usam
sempre. Como tal, decidiram que os dados relativos a essa vari-
avel seriam recolhidos por observagao e inquérito. A prepara-
¢ao de uma folha para registro dos dados também nao consti-
tuiu problema para nenhum grupo.

A segunda parte da aula foi dedicada a recolha dos da-
dos. As professoras haviam levado uma balanga e varias fitas
métricas, com que os alunos se pesaram e mediram alturas, en-
vergaduras, tamanho dos sapatos e tamanho dos palmos. Fica-
ram bastante surpreendidas pelo modo eficaz como eles se or-
ganizaram para recolher os dados.

Na reflexio feita no final da aula, as professoras conclui-
ram que os alunos sdo capazes de se organizarem e tém inicia-
tiva quando estao a resolver problemas que lhes interessam.
Antes da aula, estavam um pouco apreensivas por nao terem
formulado estratégias para a recolha de dados. Ao refletirem
em conjunto, reconheceram que tinham subestimado a capaci-
dade de organizacao dos alunos!
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Auila 3: Tratamento dos dados. Nessa turma, os conteu-
dos de Estatistica ainda nio haviam sido lecionados. Apesar
disso, as professoras decidiram ndo abordé-1os explicitamente
€ optaram por acompanhar cada um dos grupos, que tinham
assim de se basear nos seus conhecimentos prévios. Isso levou
a que fosse necessdrio mais tempo que o previsto para o trata-
mento dos dados. Tal comonas outras etapas, distribuiram uma
ficha com questoes orientadoras (Quadro 14),

QUADRO 14 - Como sao os alunos da minha turma? (3" etapa)

3" etapa: Organizacao e representacdo dos dados

Nessa etapa vai tentar descobrir formas de organizar e re-
sumir 0s seus dados. Observe um dos seus conjuntos de dados e
procure organiza-los com a ajuda das perguntas seguintes:

1. Qual é o valor minimo dos seus dados? E o valor maxi-
mo? E a distancia entre estes dois valores? Acha que os
seus dados estao muito concentrados ou estao espalha-
dos?

2. Tente descobrir uma forma de organizar osdados de modo
que seja facil ver quantas vezes aparece cada valor.

3. Qual é o valor mais freqiiente (#oda)?
4. Qual é o valor do meio (mediarna)?

5. A média de um conjunto de valores obtém-se somando
todos os valores e dividindo esta soma pelo nimero
total de dados. Calcule a média dos seus dados. Escre-
vaalgumas propriedades da média.

6. A moda, a mediana e a média sao trés medidas estatisti-
cas que pode usar na caracterizagio de um conjunto de
dados. Qual destas medidas, pensa que d4 uma melhor
idéia acerca do seu conjunto de dados? Por qué?

7.Um conjunto de dados pode ser representado de muitas
maneiras diferentes: tabelas, diagramas, gréficos etc. Fs-
colha uma representacdo para os seus dados que seja
diferente da dos seus colegas de grupo, Compare as
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diferentes representagdes e escolha aquela que, no teu
entender, da uma melhor visao dos dados. Justifique a
sua escolha.

A primeira questao foi facilmente resolvida apés o es-
clarecimento de que sé se aplicava as varidveis quantitati-
vas. A segunda questdao também ndo levantou problemas,
embora os alunos demorassem algum tempo a realizi-la. Al-
guns nao ordenaram os valores, o que dificultou a sua leitu-
ra. Em alguns casos, a situagao foi ultrapassada com a suges-
tio de ordenar os dados e em outros casos as professoras
apresentaram aos alunos a representagdo em diagrama de
caule e folhes e em grifico de pontos.

A identificagao da moda também nao levantou proble-
mas. Mesmo sem conhecerem esse termo, os alunos jd haviam
demonstrado entender o conceito quando discutiram a cor dos
olhos do aluno tipico. Apés uma discussao entre a cor verde e
acastanha, a Inés e a Estelle argumentaram do seguinte modo:

Inés: Olhe para a turma, quantos olhos verdes hd, quan-
tos olhos azuis hi e quantos olhos castanhos ha?
Estelle: Olhe, azuis nao ha nenhuns.

Inés: Olhos castanhos! Esta?

O célculo da média, com alguma ajuda das professoras,
também se revelou acessivel & maioria dos alunos. Apesar de
esse conceito nao ter sido ainda estudado, jd se tinha percebi-
do que os alunos o conheciam, na primeira aula, quando con-
jecturaram a altura doaluno tipico e, na segunda, quando ten-
taram prever a resposta para a envergadura. E o que se vé no
didlogo seguinte:

Inés: Entao pomos 1 e 35.

Alexandre: 1 e 40

Professora: Comie é gite chegenao 1 ¢ 35?7
Inés: Diga?

Professora: Como é que fez esse 1 e 357
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Inés e Estelle: Foi estimativa!

Inés: Nem é como o do Mauro (1,20 m) nem como a
minha envergadura (1,50 m), é no meio.

Estelle: E entre...

Inés: £ entre ns dois...

Estelle: Do Mauro e da Inés.

Das trés medidas estatisticas, a mediana foi a que se re-
velou menos evidente. Alguns alunos procuraram o valor do
meio, mas esqueceram-se de contar os valores repetidos, ou-
tros identificaram a mediana com a média dos extremos.

No final dessa aula, as professoras fizeram o balango do
que havia sido feito em conjunto por toda aurma. Havia gru-
pos que tinham aprendido coisas novas e era importante que
0 partilhassem com todos os colegas.

Aula 4: Balango do trabalho realizado. As professoras senti-
ram necessidade de usar essa aula para que os alunos pudes-
sem partilhar aprendizagens e confrontar diferentes idéias do
mesmo conceito. Comegaram por pedir ao grupo que havia
calculado a mediana como a média dos valores extremos que
explicasse o que haviam feito, Uma aluna indicou que haviam
caleulado a diferenga entre o valor maximo e o minimo e de-
pois dividiram a diferenga ao meio. Em seguida somaram esse
valor ao valc= minimo e subtrairam-no ao valor maximo, ten-
do observado que dava o mesmo resultado. Entao concluiram
que esse valor era a mediana ou o valo, do meio (“do meio
entre 0 maxim» e 0 minimo”). Quando questionados, os ou-
tros alunos acharam a idéia razoivel. As professoras pediram
a aluna que escrevesse, no quadro, a lista dos dados ordena-
dos. Enquanto isso, alguns alunos calcularam a mediana dos
seus dados por esse processo, tendo concluido que nao obti-
nham o mesmo valor. Entretanto, foi discutido também o que
fazer com os valores repetidos. No final, os alunos acabaram
por compreender que a média dos extremos nio representa a
mediana, uma vez que esta diz respeito aos valores que a varii-
veltoma. Apés o esclarecimento das diividas sobre os conceitos
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de mediana e média, as professoras pediram aos alunos que
haviam organizado os seus dadoes num diagrama de caule e
folhas que mostrassem aos seus colegas como se constroem es-
tes diagramas. O mesmo fizeram os alunos que haviam repre-
sentado o0s seus dados num graficode pontos. Nao se discutiu
a construcio de graficos de barras visto que os alunos o consi-
deraram desnecessdrio. Para a aula seguinte ficaram as ques-
thes relativas a representagao grafica e a escolha das variaveis
estatisticas.

No final da aula, as professoras consideraram que a atri-
buigao de quatro caracteristicas a cada grupo havia dificultado
desnecessariamente o tratamento dos dados. Teria sido mais
eficaz e menos cansativo se cada grupo trabalhasse apenas duas
varidveis, uma quantitativa e outra qualitativa. Consideraram,
ainda, que a sua opgio de nao expor a parte tedrica se revelou
adequada, uma vez que, desse modo, os alunos puderam apren-
der com base nas suas necessidades e nos conhecimentos que ja
possuiam. Apesar de acharem essa etapa extensa, fizeram um
balango positivo do seu desenvolvimento.

Auda 5: Preparagio de relatorios. Os alunos comegaram
por representar graficamente os seus dados, escolhendo em cada
caso a variavel estatistica que melhor os representava, Na se-
gunda parte da aula, procederam a preparagao das apresenta-
¢Oes orais e a elaboragao dos relatdrios escritos, com base num
roteiro distribuido pelas professoras (Quadro 15).

QUADRO 15 - Roteiro para elaboracao do relatério

O vosso relatério deve incluir os seguintes pontos:
1. Apresentagao do grupo

2. Questoes de investigagdo. Neste ponto devem registrar
as perguntas a que vao procurar responder.

3. Metodologia. Neste ponto devem escrever como pensa-
ram na recolha de dados, na escolha da representagao gréficae
na escolha da medida estatistica,
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4. Resultados da investigagdo. Neste ponto devem regis-
trar os resultados a que chegaram com a vossa investigagao.

5. Conclusao. Neste ponto podem indicar a vossa opiniao
sobre o trabalho que realizaram.

Nao houve tempo para s alunos terminarem os seus rela-
tGrios, pelo que se combinou que esses seriam conclufdos poste-
riormente, em outro momento de trabalho com a sua professora.
Os alunos esbogaram os relatorios e refletiram sobre o modo
deapresentar o seu trabalho, tendo todos os grupos decidido
queiam usar acelatos. Verificou-se que havia pelo menos um
aluno em cada grupo com computador em casa, pelo que o
modo de passar a limpo o relatorio e de fazer os acetatos nao
constituiu um problema,

Aitla 6: Apresentagio dos trabalhos. Os alunos mostra-
ram-se um pouco nervoses e preocupados. As professoras dei-
Xaram-nos acertar as tiltimas combinagdes e em seguida passou-
se as apresentagdes. Os alunos estiveram atentos e mostraram-se
interessados nas apresentacdes dos seus colegas. A discussio
ficou para o fim, para que todos os grupos pudessem apresentar
oseu trabalho.

No final, as apresentagoes foram discutidas uma por uma.
Alguns grupos pediram aos seus colegas esclarecimentos sobre
arecolha de dados. A questio mais polémica teve a ver com o
numero de alunos louros da turma, apresentado por um dos
grupos. Tornou-se evidente que o conceito de “louro” nao era
igual para todos os alunos e conclufram que num inquérito é
necessdrio garantir clareza e objetividade nas questoes. O peri-
odo de discussao revelou-se demasiado curto, nio sendo possi-
velredigir o perfil do aluno tipico da turma. Foi decidido reali-
zar outra sessdo mais tarde, para escrever a carta ao
extraterrestre e avaliar a realizagio da tarefa.

No final dessa experiéncia, as professoras fizeram uma
avaliagdo do trabalho efetuado. Consideram que essa ativi-
dade se revestiu de um cardter experimental, permitindo aos
alunos trabalhar de forma integrada diversos contetdos
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matemdticos de Nimeroes e Estatistica. Os niimeros decimais,
obtidos mediante a medigao de grandezas associadas ao cor-
po humano, ganharam um novo significado. A sua manipula-
¢ao num contexto significativo, envolvendo comparagdo, or-
denagdo, agrupamento e operagio, contribuiu para que o0s
alunos melhorassem a sua compreensio global. Quanto aos
contetidos estatisticos, o contato com diferentes tipos de varia-
veis e com diversos modos de recolher, organizar e represen-
tar informagdo relevanle e significativa promoveu nos alunos
um entendimento e compreensdo da linguagem, conceitos e
métodos estatisticos muito além da simples memorizagio.

As professoras refletiram também sobre as aprendizagens
referentes as etapas do processo de investigagdo. A formula-
¢do de questoes foi realizada com a colaboragdo de todos os
alunos, sendo nessa parte mais intervenientes os melhores alu-
nos. As questoes formuladas foram pouco diversificadas, ndo
tendo gerado debates muito polémicos. A recolha de dados, pelo
seu lado, ultrapassou todas as expectativas. Os alunos organi-
zaram-se e, enquanto uns mediam, outros perguntavam, ob-
servavam e registravam os dados que iam recolhendo.

Olivia e a sua colega concluiram, ainda, que as investiga-
¢Oes estatisticas sao um campo privilegiado para promover a
interdisciplinaridade. Se o seu estudo for orientado para ques-
toes sociais, ambientais ou de satide, os alunos podem envol-
ver-se em debates e reflexdes de grande alcance. A discussao
das caracterfsticas a usar, a formulagio de hipéteses para o per-
fil do aluno tipico e a analise dos resultados constituiram ativi-
dades de comunicagao e argumentacio importantes para o seu
desenvolvimento pessoal. A necessidade de defender as suas
idéias e de confronta-las com as dos outros fomentou o desen-
volvimento das capacidades de critica e reflexao, fundamentais
para o exercicio de uma cidadania ativa e responsavel.

Elas consideram que todos os alunos se envolveram ati-
vamenle na realizagao da larefa, emitindo e defendendo as suas
opinides, muilas vezes em oposi¢ao aos colegas com mais pres-
tigio na turma. No entanto, ficaram surpreendidas com outros
aspectos da sua participa¢do. Num dos grupos, por exemplo,

102



fnvesti gagSes matemdticas na sala de sy

nas discussoes internas toclos os alunos participavam de modo
semelhante, mas, para esclarecer qualquer duvida, eram as
mocas que tomavam sempre a palavra. Os mogos so interyi-
nham quando solicitados. Para Olivia, este fato deve-se a falta
de confianga nos seus conhecimentos por parte dos alunos com
desempenho mais fraco.

Os alunos pronunciaram-se sobre o trabalho realizado,
manifestando o seu agrado, Consideraram-no interessante e
agraddvel, principalmente a parte da recolha de dados. Como
escreveu um dos grupos no seu relatério: “No inicio pensa-
mos que o trabalho nio tinha muito interesse, mas depois co-
mecamos a gostar mais na parte pratica do trabalho porque
medimos, observamos e perguntamos...”, o

As professoras, concluiram, no entanto, que a tarefa devia
ser simplificada. Pretendendo que os alunos estudassem diver-
s0s tipos de variavel e usassem diferentes métodos de recolha de
dados, atribuiram a cada grupo demasiadas varidveis, dai resul-
tando um grande volume de dados. Desse modo, foi necessirio
usar mais aulas que o previsto e o tratamento dos dados acabou
por tomar parte do tempo destinada a reflexao e ao debate.

O trabalho conjunto das professoras permitiu-lhes apro-
veitar as potencialidades da colaboragao profissional, Na pre-
paracao das aulas, puderam prever diversas ocorréncias e re-
fletir sobre modos de resolvé-las, minimizando o niimero de
situagoes imprevistas e a necessidade de tomar decisdes em
cima do acontecimento. No final de cada aula, a reflexio con-
junta ajudou a compreender 0 modo como os alunos viveram
a experiéncia e, sempre que necessario, permitiu o ajustamen-
to do plano para a aula seguinte.

Investigagdes no ensino da Estatistica

O lugar da Estatistica no ensino tem conhecido uma forte
evolugao. No final dos anos 50, essa comegou a ser integrada
no curriculo do ensino secunddrio, em estreita ligagao com as
Probabilidades, com relevo para o estudo de testes de hipdte-
ses ~ uma abordagem vincadamemente “tedrica”. Mais tarde,
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foi introduzida no ensino primario, com destaque para as for-
mas de representacao de dados (tabelas, graficos) e as medi-
das de tendéncia central (média, mediana, moda), uma abor-
dagem muito “prdtica”, mas também muito pobre. S6
posteriormente, surgiu em alguns paises a perspectiva de enca-
rar a Estatistica como “trabalho com dados”. Hoje em dia, iden-
tificam-se trés grandes correntes no ensino desse tema: (i) com
énfase no processo de Andlise de Dados’, tal como ela é utiliza-
da no dia-a-dia na sociedade (¢é o caso da Inglaterra); (ii) como
capitulo da Matematica, freqiientemente designado por Esto-
castica, sublinhando aspectos conceptuais e/ou computacio-
nais (como na Franca); e (iii) como ‘shefe’ istics, ou seja, como
instrumento auxiliar para o estudo dos mais variados assuntos
e disciplinas escolares (caso da Suécia). A tltima tendéncia re-
fere-se a forma como a Estatistica é usada por outras discipli-
nas - o que assume grande importancia, se ela recebe reduzida
atengdo em Matemadtica. As duas primeiras tendéncias dizem
respeito ao modo como a Estatistica é abordada na disciplina
de Matemadtica — com énfase nos aspectos matemadticos ou na
sua utilizagio em diversos campos.

A perspectiva da Estatistica como Andlise de Dados é de-
fendida por numerosos autores, entre 0s quais estatisticos de
renome. Por exemplo, Robert Hogg considera que o ensino des-
se tema deve dar grande ateng¢do a aprendizagem da formula-
¢ao de boas questoes, ao modo eficaz de recolher dados, a siste-
matizagdo e interpreta¢do da informagao recolhida e a
compreensdo das limitagdes da inferéncia estatistica, Conside-
ra esse autor que

ao nivel da iniciagdo, a Estatistica ndo deve ser apre-
sentada como um ramo da Matemdtica. A boa Estatis-
tica ndo deve ser identificada com rigor ou pureza
matemadticos mas ser mais estreitamente relacionada
com pensamento cuidadoso. Em particular, os alunos
devem apreciar como a Estatistica ¢ associada com o mé-
todo cientifico: observamos a natureza e formulamos

Y Em inglés, data handling.
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questoes, reunimos dados que langam luz sobre essas
questdes, analisamos os dados e comparamos 05 re-
sultados com o que tinhamos pensado previamente,
levantamos novas questdes e assim sucessivamente,’

O ensino da Estatistica assume uma perspectiva investi-
gativa quando o seu objetivo fundamental é o desenvolvimento
da capacidade de formular e conduzir investigagiies recorren-
do a dados de natureza quantitativa. Os alunos trabalham en-
tdo com problemas reais, participando em todas as fases do
processo que tem o seu inicio na formulagdo do problema, pas-
sa pela escolha dos métodos de recolha de dados, envolve a
Organizacao, representacao, sistematizacio, e interpretagao dos
dados, e culmina com o tirar de conclusées finais, Podemos
chamar a esse processo um cicle de investigagio.

Sao muitos os autores que defendem que a educacao es-
tatistica deve deslocar-se do cilculo e da realizacao de tarefas
de rotina para o processo geral de investigagao. E o caso de
outro estatistico, Richard Snee, segundo o qual a énfase deve
estar na “recolha de dados, compreensio e modelacio da va-
riagao, representagao grafica de dados, experimentagio, ques-
tionamento”, enfatizando assim 0 “modo como o pensamento
estatistico ¢ usado na investigagdo de problemas do mundo
real”. S6 essa forma de desenvolver os contetidos estatisticos
poderi levar os alunos a compreender o papel da Estatistica
na sociedade.

Uma vez que esse tema pode ser usado com facilidade
para estudar situagoes muito variadas, € natural aproveitd-lo
para promover a interdisciplinaridade e a conexao entre assun-
tos. Neste capitulo, vimos em pormenor como se desenvolveu
uma investigacao estatistica relacionada com caracteristicas
biologicas, sociais e culturais dos alunos. Muitas outras situa-
¢oes podem servir de ponto de partida para investigacoes
estatisticas, incluindo problemas ambientais (como poluicdo,

{HOGG (1991, p. 342-3).
*SNEE (1993, p. 151).
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mudanga climadtica, tratamento de residuos), problemas so-
ciais (niveis de escolarizagio da populacao, desemprego, dis-
tribuigao de riqueza), questoes de satide {(epidemias, preven-
¢ao de doengas) ete.

As tecnologias de informagio e comunicag¢ao (TIC) tém
exercido grande influéncia no ensino da Estatistica, possibili-
tando a realizagao dos cilculos e facilitando o uso de uma gran-
de variedade de formas de representagio, As TIC permitem o
tratamento de dados reais, em vez de trabalhar apenas com amos-
tras de pequena dimensdo, com valores escolhidos artificialmen-
te de modo a proporcionar célculos simples. A Internet contém
uma imensa variedade de dados estatisticos, constituindo por
isso um excelente recurso para o ensino-aprendizagem desse
tema.”

As novas tecnologias nao sao apenas uma ferramenta atil
para o trabalho em Estatistica. Como refere o estatistico portu-
gués Jorge Branco, elas constituem mesmo um elemento indis-
pensavel na praitica nesse campo:

Que a Matematica é essencial ao desenvolvimento da
Estatistica, parece ndo levantar dividas a ninguém, mas
esquecer ou ignorar os outros ingredientes (a indis-
pensavel presenga dos dados, a essencial intervengao
dos computadores e uma certa arte de analisar dados)
que fazem parte integrante da ciéncia Estatistica, e que
adistinguem claramente da Matematica, levanta gran-
des preocupagoes e reagoes por parte dos estatisticos.
O raciocinio tipico da Estatistica € diferente do que se
usa em Matematica e dai que seja legitimo tentar evi-
tar que o ensino da Estatistica se faga adotando uma
orientacio semelhante & que € seguida quando se ensi-
na Matemitica.”

Uma preocupagio também importante do ensino da Esta-
tistica, sublinhada por diversos autores, ¢ a compreensao das

“Um bom exemplo é dado pelo s/ portugués ALEA - Acgdo Local de Esta-
tistica Aplicada, no enderego http://alea-estp.ine pt.

“BRANCO (2000, p. 24-5).
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condigbes deuso dos conceitos e representagies estatisticos, de
modo a perceber quando essa utilizagio estd sendo bem feita ou
de forma enganadora.” Nessa perspectiva, o estudo da Estatisti-
ca como linguagem de descri¢ao e interpretagio deve também
merecer atengao em ambito escolar,

No entanto, essas duas vertentes ndo sdo contraditdrias.
A reflexao sobre os problemas que surgem durante a realiza¢ao
de projetos e investigagoes estatisticas contribui para compre-
ender como utilizar 0s seus conceitos e representagdes. Por ou-
tro lado, a compreensao dos usos adequados e nao adequados
dessas técnicas por terceiros tem certamente efeitos positivos
na concepgao e realizacao das nossas investigacoes.

A ¢nfase na abordagem da Estatistica como Analise de
Dados, realizando investigagoes estatisticas de problemas con-
cretos, nao significa que esse tema nao possa dar origem a in-
vestigagoes de cardter mais matemdtico. As propriedades dos
conceitos estatisticos elementares, por exemplo, podem ser ob-
jeto de estudo por parte dos alunos, Assim, podemos perguntar
0 que acontece ao valor médio de uma amostra, quando se faz
variar um dos seus elementos. Na amostra formada pelos se-
guintes elementos, 12,12, 13, 13, 13, 14, 15, podemos substituir
o valor 15 por 13, 14, 16, 18, 20... e estudar a variacao do valor
médio daamostra resultante, Estudo andlogo pode ser feito para
outras amostras. De modo semelhante, podemos pesquisar as
propriedades de outras medidas estatisticas, como a mediana,
a moda, o desvio padrio, o desvio médio, ou o coeficiente de
correlacdo.

A nogio geral que em Matematica se investigam as propri-
edades dos objetos, relagoes e representa¢des matemiticas da
muitas pistas para questoes, de cunho mais matemadtico a estu-
dar no ambito desse tema. Noentanto, é no campo do estudo de
problemas e situagoes reais, numa perspectiva de investigagao
contextualizada, que a Estatistica é chamada a dar a sua gran-
de contribuicdo para a educagio matematica.

*E 0 caso de ED JACOBSENN (1989).
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Na verdade, a Estatistica assume presentemente uma
grande importancia na educagio matematica.’ Isso resulta, em
primeiro lugar, de ela ser muito usada nos mais diversos cam-
pos. Assim, a vida quotidiana e o exercicio da cidadania re-
querem uma boa formagio estatistica. Essa nao surge esponta-
neamente, pela simples participagdo na vida social, peloque a
escola desempenha um papel fundamental nesse campo. Uma
segunda razao da importancia desse tema no curriculo resul-
ta do fato de a Estatistica assumir uma inegavel especificida-
de diante dos outros temas de Matematica. O seu objeto nao
sa0 conceitos simples como niimeros e figuras geométricas,
mas agregados de objetos como amostras e populagoes. Além
disso, como sublinhamos, é um tema que nao deve ser enca-
rado isoladamente, mas usado em processos de investigagao
e em contextos de atividade social. Desse modo, os objetivos
do ensino da Estatistica enquadram-se nos objetivos do ensi-
no da Matematica, mas revestem-se de uma natureza pro-
pria.

Esses objetivos dificilmente podem ser conseguidos dan-
do apenas atengdo a um dos aspectos da Estatistica — a repre-
sentacao dos dados em gréficos, tabelas ou por meio de medi-
das de tendéncia central e de dispersao - deixando por tratar
ou referindo apenas superficialmente aos aspectos relativos ao
planejamento das investigages e a realizagio de inferéncias.
Pelo contrdrio, sera necessdrio encarar a Estatistica como um
processo que envolve a realizagio de investigagdes, formulan-
do questdes, recolhendo, representando, organizando e inter-
pretando dados, fazendo inferéncias e, a partir dai, colocando
novas questoes e reiniciando o ciclo investigativo.

¥ Ver PONTE e FONSECA (2001).
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A avaliacao do trabalho
de investigacao

As investigacoes matematicas sdo uma atividade de
aprendizagem e, como em todas as outras atividades, tem de
haver avaliagio. Essa avaliagao permitird ao professor saber se
0s alunos estao progredindo de acordo com as suas expectati-
vas ou se, pelo contrdrio, é necessdrio repensar a sua agao nesse
campo. Além disso, permitird ao aluno saber como o seu desem-
penho ¢ visto pelo professor e se existem aspectos a que precisa
dar mais atencéo.

As investigagoes reportam-se a diversos objetivos curricu-
lares. Em primeiro lugar, pretende-se que o aluno seja capaz de
usar conhecimentos matemdticos na resolugao da tarefa pro-
posta. Em segundo lugar, pretende-se que o aluno desenvolva a
capacidade de realizar investigagées. E, em terceiro lugar, pre-
tende-se promover atitudes, tais como a persisténcia e o gosto
pelo trabalho investigativo. Como vamos ver neste capitulo, para
avaliar esses objetivos, o professor tem a sua disposicao uma
variedade de instrumentos de avaliacio, de natureza oral e es-
crita, que podem ser utilizados quer os alunos trabalhem indi-
vidualmente, quer trabalhem em grupo.

Relatérios escritos

Um relatorio € uma produgao escrita, realizada por um
aluno ou por um grupo de alunos, tendo em vista apresentar

109



Crutan "TenoiNoas o Foucagho Marparca”

um trabalho previamente desenvolvido, como, deresto, ji vdrias
vezes foi exemplificado nos capitulos anteriores. Os alunos po-
dem ser convidados a referir no relatério nao s6 as conclusoes
que tiraram da realizagdo de uma tarefa de investigagio, mas
também o0s processos que usaram para chegar a essas conclu-
soes. Nesses processos podem incluir-se as questoes levantadas
acerca da situagao proposta, a bibliografia e outras fontes con-
sultadas, 0 modo como organizam os dados, as conjecturas pro-
vadas e ndo provadas, os procedimentos usados para validagao
das conjecturas etc. O relatério poderd ser mais interessante se
incluir alguma informagao sobre esses aspectos, permitindo ao
professor conhecer nao s6 as conclusoes a que os alunos chega-
ram, mas também os processos por eles utilizados.

Apresentamos em seguida uma situagao que surgiu du-
rante uma experiéncia realizada por duas professoras com uma
turma da 8" série (12-13 anos). Ao longo do ano letivo em que
decorreu esse trabalho, as tarefas de investigacao foram, de um
modo geral, exploradas em pequenos grupos e discutidas com
toda a turma. Durante o trabalho de grupo, os alunos foram
encorajados a comunicar e debater idéias e a decidir sobre o
caminho a seguir na exploragio das tarefas propostas. Na fase
de discussdo com toda a turma, procurava-se que os alunos
apresentassem as descobertas realizadas e as discutissem. Essa
fase constituia um importante complemento do trabalho em
pequenos grupos, uma vez que permitia promover nos alunos
uma compreensao aprofundada do que haviam feito em grupo,
uma maior organizagao do raciocinio e uma discussao dos as-
pectos em que eles tinham tido mais dificuldades. Apos a dis-
cussio de cada tarefa, os alunos elaboravam, em casa, um rela-
tério escrito sobre o trabalho que haviam realizado. A maioria
desses relatorios foi elaborada em grupo. No entanto, foram
também pedidos quatro relatérios individuais. Para apoiar a
elaboracdo dos relatérios, no inicio do ano, foi dado aos alunos
o roteiro indicado no Quadro 16.

QUADRO 16 - Um roteiro geral para os relatérios

Ao longo deste ano letivo vao ser pedidos a vocé varios
relatorios acerca de tarefas que vai resolver nas aulas de
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Matemitica. Embora a organizagao de um relatério possa ser
uma tarefa em que tenha inicialmente algumas dificuldades,
pensamos que ele pode ajudé-lo, por exemplo, a compreender
melhor 05 vdrios assuntos tratados nas aulas e a desenvolver
a capacidade de comunicar por escrito o trabalho que reali-
zou.

Um relatorio deve incluir uma descrigio o mais detalhada
possivel do trabalho que realizou e pode ser organizado da
seguinte forma;

Em primeiro lugar, tente descrever os passos que seguiu
para explorar a tarefa que ele foi proposta. Procure explica-los
de uma forma clara e organizada. Registre todds os valores com
que trabalhou e, nos casos em que tal se mostre adequado, nao
hesite em apresentar desenhos, tabelas, esquemas...

Em segundo lugar, procure resumir o que aprendeu depois
de realizar esse trabalho.

Finalmente, ¢ também importante que organize um comen-
tario geral em relagao a tudo o que fez. Pode, por exemplo, refe-
rir 0 interesse que a tarefa lhe despertou, quais os aspectos em
que teve maior dificuldade e a forma como decorreu o trabalho

no grupo.

Os primeiros relatorios elaborados pelos alunos eram, de
um modo geral, pouco desenvolvidos: nao descreviam o pro-
cesso seguido, apresentavam respostas curtas e tendiam a nao
integrar qualquer justificagao das opgoes realizadas e das con-
clusbes a que haviam chegado. No entanto, progressivamente,
0s alunos passaram a produzir relatorios detalhados em que
explicavam o trabalho realizado e justificavam as conclusdes
obtidas.

Um exemplo que ajuda a perceber o tipo de trabalho que
os alunos comegaram a elaborar é o relatério que Eva apresen-
tou relativamente a exploragao da tarefa Quadrados em qua-
drados (ja apresentada no capitulo 3).

Eva, depois de uma pequena introdugdo, descreve o modo
como explorou a primeira questio:
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Relatorio

Nodia 21 de abril, foi-nos pedido para realizarmos um
trabalho|...]. Tmhamos uma ficha com o primeiro exem-
plo. Um quadrado 3 x 3 com um quadrado inscrito.
Constatamos entio que havia mais um quadrado que
se podia inscrever no quadrado inicial.

/

S /
‘ "

\|_A /

Seguimos entao para o quadrado 4 x 4 em que vimos
que podiamos inscrever 3 quadrados, verificamos nos
quadrados 5 x 5 e 6 x 6 e acontecia que o nimero de
quadrados inscritos era o niimero do lado do quadra-
do menos 1. Isso era sempre verdade porque num
guadrado ficamos sempre com menos 1 vértice do que
o lado do quadrado.
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Nessa parte do relatdrio, Eva, para estudar a questdo pro-
posta, comega por recolher e organizar dados — desenhando
quadrados do tipo3x 3,4 x 4,5x5 e 6 x 6 e contar o nimero de
quadrados inscritos em cada um. Depois, com base na anilise
dos dados recolhidos, formula a conjectura de que o nimero
de quadrados inscritos é igual ao “niimero do lado do qua-
drado inicial menos 1” e procura argumentar a sua validade.
Embora ndo o faga de forma clara, consegue-se perceber que
tenta explicar que num quadrado qualquer hd sempre menos
um “sitio” (intersegao das quadriculas com os lados do qua-
drado inicial) em que pode colocar o vértice dos quadrados

inscritos.

Eva continua o seu relatério indicando as questdes ini-
ciais que foram formuladas para investigar a pergunta 2. Des-
creve também um processo que passou pela prova de que os
quadrados inscritos num mesmo quadrado sao iguais dois a
dois e pela refutacio das conjecturas iniciais:

Serdo ns quadrados inscritos todos iguais?

No quadrado 3x3 os quadrados inscritos serdo 2x2, no
quadrado 4x4 os quadrados inscritos serdo 3x37

Essas hipGteses nao eram certezas, mas sim conjectu-
ras, Fomos entio em seguida verificar nao geometri-
camente, mas sim numericamente. Havia muitas ma-
neiras de conferir as dreas, mas nés seguimos o
Teorema de Pitagoras.

Comegando entdo pelo quadrado 4x4 ..,

d [\
|

, & /@/

By

B

Mas antes de comegar a fazer, a Sandra disse que de
imediato ja sabemos que 1 e 3 sdo iguais, pois eram
simétricos. J4 ndo era necessario verificar esses dois
quadrados, mas sim o 2 em relagio aos outros |...|
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Constatamos entdo que 0s quadrados 1 e 3 eram maio-
res que o quadrado 2. Podemos entdo agora afirmar
que 0s quadrados inscritos nao sao todos iguais, falsi-
ficando as conjecturas a que chegamos anteriormente.

Em seguida, Eva descreve o modo como procurou caleu-
lar amedida da drea de cada um dos quadrados inscritos num
quadrado qualquer:

Decidimos entdo para organizar melhor o trabalho e
podermos chegar a algumas conclusdes, construir uma
tabela em que entrassem valores como as areas dos qua-
drados inscritos e o nimero de quadrados inscritos:

Lado | Niimerode | 1°| 2° [ 3° | 4° | 5° | 6°
quadrados
inscritos

1 8

2 1 2

3 2 Salies

4 3 10 8 | 10

5 4 17 |13 | 13| 17

6 5 26 |20 | 18| 20 | 26

7 f 37 |29 | 25| 25 | 29 | 37

Logo apds termos terminado de fazer a tabela, eureparei
que, por exemplo, no primeiro quadrado, conforme ia
aumentando o lado, a sun drea ia sempre aumentando 3,
5,7,9, 11... (nimeros impares). Assim jd poderiamos sa-
ber, por exemplo, a linha do 8, mas era apenas uma con-
jectura. Isso se verificava ndo sO no primeiro quadrado
[inscrito], mas nos outros quadrados também.

Mas ndo era ter essa “trabalheira” toda que nds queria-
mos. Nos queriamos algo que generalizasse todo esse
processo. No final da aula, descobri a coluna do 19 qua-
drado = (n-1)* +1. Em casa tentei descobrir as outras
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colunas somando valores a essa expressio. Depois de
ter estado uma tarde inteira a olhar para a tabela des-
cobri que:

mon=1 (=141 (n-1)° D) +5~(n+(n-1)
(2 =1" + 1)+ ((n=17 + D) 45— (m+(r=1)) = +8

O segundo e o terceiro achei um pouco absurdo, mas o
mais espantoso € que resultava. Por exemplo, na linha
do5

S AT A3 T8 1T
4=5~1
17=4 x 4 +1]
13=174+5-(5+4)

13=17+17+5~(5+4)—5° +8

Na parte final do relatério, Eva explica que, embora as
formulas que encontrou parecessem ser vélidas, elas eram com-
plicadas e havia ainda muitos quadrados inscritos para os quais
ndo havia encontrado uma expressao. Em seguida, explicou a
necessidade de procurar uma expressio geral - “nés precisa-
vamos de algo que quando nos pedissem a drea do quadrado
na posicio m nés pudéssemos dizer logo” — e termina o seu
relatério apresentando-a —(n-1)° + 1 - e referindo o modo como
a professora demonstrou que ela era sempre vélida.

O relalério de Eva mostra como ela procurava registrar
por escrito o trabalho realizado, referindo o modo como reco-
lheu e organizou os dados, as conjecturas que formulou, os
testes realizados e 0 modo como, tal como a maioria dos seus
colegas de turma, conseguiu evoluir e passar a elaborar rela-
térios interessantes,

Tal exemplo mostra as potencialidades do relatério escri-
to como modo de avaliagao do trabalho investigativo dos alu-
nos. Nessa situagao concreta, tratou-se de um relatério indivi-
dual, mas os alunos lambém podem realizar relatdrios em
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grupo. Em seguida, consideramos duas questdes gerais sobre
relatérios: as indicagbes que o professor deve dar aos alunose a
forma como se podem avaliar os relatérios.

Comecemos pela questao das indicagbes a dar aos alunos.
Se esses nao estiverem habituados a realizar relatorios, é natu-
ral que fiquem muito confusos quando lhes for feito esse pedido
pela primeira vez. Por isso, pelo menos numa fase inicial, pode
ser vantajoso fornecer aos alunos um conjunto de indicagoes
precisas sobre o que se espera que eles incluam nos relatérios e
apoid-los na compreensao e concretizagae dessas indicagoes. £
bom que 0s alunos percebam o que se Thes esta pedindoe que
saibam, desde o inicio, os aspectos que irdo ser considerados na
sua avaliagao.

Tais indicagoes podem ser dadas de diferentes modos.
Podem ser fornecidas oralmente, discutindo com os alunos o
que se pretende e construindo com a sua participagdo uma es-
pécie de roteiro do relatério. Esse modo de estabelecer os pontos
essenciais do relatério tem a vantagem de integrar as sugestoes
dos alunos e de clarificar desde logo certos aspectos do traba-
Iho a realizar, No entanto, para que os alunos possam usar esse
roteiro mais tarde, ¢ importante que ele seja escrito nos seus
pontos fundamentais.

Os alunos estdo habituados a escrever respostas sintéti-
cas em Matemadtica, quando muito apresentando os cdlculos
usados para obté-las e, por isso, faz-lhes muitas vezes confusio
o pedido de descrever os processos usados, em especial no que
respeita as estratégias tentadas e abandonadas e as conjecturas
testadas e rejeitadas. Para os alunos, fazer esse tipo de relatério
é, também, uma aprendizagem. O fato de haver indicagoes es-
critas permite a sua re-leitura em diversos momentos, mas nao
dispensa a necessidade de conversar com o0s alunos sobre o que
se pretende e 0 modo de concretiza-lo.

Na situagdo anteriormente referida, foi fornecido um ro-
teiro no qual as professoras explicavam o que pretendiam, Ou-
tro roteiro, feito num estilo diferente, inclui também uma infor-
magao sobre o0s aspectos que o professor terd em conta na
avaliagio dos alunos (Quadro 17).
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QUADRO 17 - Roteiro para a elaboracao
de um relatério (exemplo 2)'

Na elaboragao do relatério pode ter em conta, entre outros,
0s seguintes aspectos:

= [dentificagdo do aluno ou grupo de alunos
= Titulo
= Objetivo do trabalho incluindo as questoes iniciais

» Descrigao do pracesso de investigagdo (incluindo tabelas
e/ou esquemas, esbogos de graficos, organizagio dos da-
dos recolhidos...), das tentativas realizadas e das dificul-
dades encontradas

* Conclusoes

* A sua apreciagio critica da tarefa proposta

* Apreciagao autocritica da sua intervengdo no trabalho
* Bibliografia e outros materiais consultados
Aspectos que serdo tidos em conta na avaliagao:

* Organizacao do trabalho

* Descrigdo e justificagdo dos procedimentos utilizados
* Correcao e clareza dos raciocinios

* Corregao dos conceitos matematicos envolvidos

= Corregio e clareza da linguagem utilizada

* Criatividade

Enfim, seja o roteiro do relatério construido na sala de
aula ou apresentado ja estruturado pelo professor, serd neces-
sario dialogar com os alunos ao longo do processo da sua ela-
boragao, ajudando a clarificar o que é pretendido e dando-lhes
hipétese de colocarem as suas questies.

Uma vez elaborados os relatorios, poe-se o problema de
como avalid-los. A avaliagio pode traduzir-se numa escala

' Adaptado de um roteiro elaborado pelos professores da Escola Secundaria
de Leal da Camara, Rio de Mouro, Portugal.
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quantitativa (por exemplo, 1 a 5) ou qualitativa (por exemplo,
muitobom,bom, suficienteetc.). O importante, no entanto, nao é
a escala, mas os critérios que sio usados nessa avaliagio, bem
como os comentarios que o professor escreve para os alunos.

Na experiéncia com uma turma da 8" série, ji referida neste
capitulo, a avaliagdo dos relatérios dos alunos incluia uma apre-
clagdo geral, um comentario dos aspectos em que mostraram ter
mais dificuldades, sugestoes que podiam ajudar a melhora-los e
uma avaliagio qualitativa que resumia a apreciagao feita.

Quando o relatério estd muito bom, para além de reco-
nhecer esse fato e dar os parabéns ao aluno, o professor nio
tera muito mais a comentar. E o que acontece com o relatério
de Eva. Em cutros casos, o professor pode ter bastante mais
para dizer. Apresentamos em seguida uma parte do comentd-
rio que foi feito ao relatério de um grupo sobre a exploragio
da tarefa Dobragens ¢ cortes (j apresentada no capitulo 4).

Apreciagio geral

O trabalho de vocés tem uma apresentagio muito boa.
Vocés se preocuparam em ilustrar as suas afirmagoes
colando as figuras que haviam dobrado e cortado e
apresentando desenhos. A resposta a cada questio ébas-
tante cuidada mas, de um modo geral, pouco aprofun-
dada. Tém que procurar, em cada situagdo, esgotar to-
das as possibilidades e tentar chegar a conclusdes que
sejam vilidas para todas as hipdteses existentes.

Comentérios a resolugio de cada questio:

Questio 1

A analise das vdrias situagdes passiveis estd incompleta,
Afirmam que cortaram todo o tipo de tridngulos. De fato,
cortaram tridngulos equiliteros, isGsceles e escalenos, mas
nao foram suficientemente sistematicos ao estudar os
tridngulos isdsceles. Serd que sdo todos acutingulos?
Questio 2

Os desenhos que apresentam mostram bem os cortes
que devem fazer para obter tridngulos equiliteros e
isdsceles. No entanto, deviam procurar explicar por-
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que € que para obter tridngulos isdsceles o corte per-
pendicular & dobragem tem de ser menor que o outro
corte. Deviam também ter 0 mesmo tipo de preocupa-
qao relativamente ao “tipo” de corte que permite obter
tridngulos equiliteros.

Nessa parte do relatério vocés nao dio idéia de como
foram evoluindona exploragio da questio. Dizem que
comeqaram a fazer perguntas. Que perguntas? |...]

Classificagio: Suficiente

Nesse tipo de avaliagdo, para além de uma apreciagao
global, dao-se “pistas” concretas para melhorar a exploracao
apresentada. Procura-se que os alunos percebam os aspectos
que podem ser melhorados e sugerem-se algumas possibili-
dades para o fazé-lo.

Adaptando processos usados na avaliacio da resolugdo de
problemas, é possivel construir escalas para avaliagao de relato-
rios. A seguir apresentamos dois exemplos, No primeiro {Qua-
dro 18), considera-se apenas uma caracterizagao geral do relato-
rio dos alunos. Nosegundo (Quadro 19)* consideram-se diversas
dimensdes concretas, a saber: (1) conhecimento matematico, (1)
estratégias e processos de raciocinio e (iii) comunicagao.

QUADRO 18 - Escala unidimensional de avaliacao de relatdrios

Nivel ll Caracterizagio

4 - Bom A idéia principal é comunicada com clareza
e maturidade.

As idéias estiao bem organizadas do ponto de
vista légico.

O contetdo esta bem desenvolvido.
A linguagem (incluindo vocabuldrio) é boa
ou excelente,

A estrutura gramatical (incluindo a pontua-
¢io) é boa ou excelente.

* Adaptado de CAJ, LANE e JAKABCSIN (1996).
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Nivel

Caracterizacdo

A apresentacio (incluindo a ortografia) é boa
ou excelente.

3 - Aceitdvel

A idéia principal é comunicada de modo sa-
tisfatdrio,

As idéias estao organizadas de modo satisfa-
tdrio.

O contetido ¢ aceitavel.

A linguagem é satisfatéria.

A estrutura gramatical (incluindo a pontua-
¢ao) € satisfatdria.

A apresentagio (incluindo a ortografia) € sa-
tisfatoria.

2 - Insuficiente

A idéia principal esta vagamente apresentada.
As idéias estio mal organizadas.
O contetido esta mal desenvolvido.

A linguagem (incluindo o vocabuldrio) é al-
gumas vezes pouco apropriada.

A estrutura gramatical (incluindo a pontua-
¢ao) contém erros.

A apresentagdo (incluindo a ortografia) é
fraca.

1 - Muito deficiente

A idéia principal ndo se percebe.

As idéias estio muito mal organizadas.

O contetdo ¢ muito pobre.

A linguagem (incluindo o vocabulario) € ina-
dequada.

A estrutura gramatical (incluindo a pontua-
¢ao) é muito incorrecta.

A apresentagdo (incluindo a ortografia) € de
muito ma qualidade.
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QUADRO 19 - Escala multi-dimensional
de avaliacdo de relatérios

Nivel| Conhecimento | Estratégias e Comunicagio
matemético = processos de
raciocinio
4 |Mostra compreen-|Usa informacao| Apresenta uma respos-
der os conceitos e|exterior relevante| t2 completa com uma
principios matema-/de natureza for-|descrigio ouexplicagio
ticos do problema. |mal ou informal. |clara e ndo ambigua.
Usa terminologia e/ Identifica todos os| Inclui um diagrama
notagioapropriada.  elementos impor- completo eapropriado.
Executa completa e tantesdo problema’ Comunica efetivamen-
correctamente os|emoslra umacom- te comm a audiéncia
algoritmos, preensda da rela-| pnrecenta, como su-
¢Ao entre eles. porte, argumentos for-
Indica uma estrate- | tes, logicos e completos.
gia apropriada e/ i exemplos e con-
sistematica para a tra-exemplos.
resolugio do pro-
blema e mostra, de
forma clara o pro-
cesso de solugao.
O processo de so-
lugdo é claro e sis-
tematico,
3 [Mostra compreen-|Usa informagao|Apresenta uma res-

der, quase comple-
tamente, os conceitos
e principios matema-
ticos do problema.
Usa quase correta-
mente a termino-
logia e notagao
apropriada.

Executa completa-
mente algoritmos.

Os caleules estdo na

exterior relevante
de natureza for-
mal ou informal.

Identifica todos os
elementos impor-
tantes do proble-
ma e mostra uma
compreensao da
relacdo entre eles,

Mostra, de forma
clara o processo

posta completa com
uma razodvel explica-
¢do ou descrigao.
Apresenta um diagra-
ma apropriado e qua-
se completo.

Na generalidade, co-
munica efetivamente
coma audiéncia e apre-
senta como suporte ar-

gumentos gue estao
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Nivel Conhecimento| Estratégiase Comunicagdo
matemético | processos de
raciocinio
generalidade cory{ de solugio. logicamente corretos,

retos, contendao
eventualmente pe
quUENCs erros.

O processo de solu-
¢d0 € completo, ou
quase completo, €
sistematico.

embora contendo pe-
quenas imperfei¢oes.

Mostra compreen;
der alguns dog
conceitos e princi-
pios matematico
do problema,

A resposta tem
erros de calculo.

Identifica alguns
elementos impor-
tantes do problema,
mas mostra apenas
uma Compreensac)
limitada da relagio
entre eles.

Mostra alguma
evidéncia do pro-
cesso de solugdo,
mas esse estd in-
completo ou pou-
co sistematizado.

Mostra um progresso
significativona diregao
decompletar o proble-
ma, masadescri¢gioou
explicagdo ¢ ambigua
ou pouco clara,

Inclui um diagrama
pouco claro ou pouco
preciso.

A comunicagio é vaga
ou de dificil interpreta-
(a0 e 0s argumentos
sao incom- pletos ou
baseados em premissas
pouco importantes.

Mostra uma ¢com-
preensdo muito
limitada dos con-
ceitos e principios
matematicos da
problema.

Falha no uso dos
termos matemati-
COS.

A resposta tem er-
ros de calculo gra-

"es'

Usa informagio ex-
terior irrelevante.

Falha na identifi-
cagao, quase por
completo, de as-|
pectos importan-
tes ou coloca
muita énfase em
elementos pouco
importantes.
Reflecte uma estra-
tégia inadequada
para resolver o pro-
blema.

Apresenta alguns ele-
mentos satisfatérios,
mas omite partes signi-
ficativas do problema.
Inclui um diagrama
que representa a situ-
agao problematica de
uma forma incorreta
ou o diagrama é pou-
co claro ou de dificil
interpretacado.

Falta a explica¢io ou
descrigao ou é dificil
de seguir.
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Nivel | Conhecimento | Estratégias e Comunicagdo
matemdtico | processos de
raciocinio
0 Da evidéncia in-

completa do pro-
cesso de solugao.

O processode solu-
¢do ndo existe, é de
dificil identificagao
ou nao esta siste-
matizado.

Mostra ndo com-
preender os con-
ceitose princi- pics
matematicos do

Tenta usar infor-
magao exterior ir-
relevante.

Falha na indicagio
de quais 0s elemen-
tos do problema sio
apropriados para a
resolugio.

Copia partes do
problema mas
sem procurar a
solugao.

Comunica de forma
ineficaz.

Integra desenhos que
nao representam de
tedo a situagdo pro-
blemdtica.

As palavras ndo re-
flectem o problema.

A construgio dessas escalas assenta numa idéia muito
simples. Escolhe-se um objetivo ou conjunto de objetivos que
possam ser graduados em diferentes niveis. Depois faz-se cor-
responder a cada par objetivo-nivel uma descrigio de aspectos
observaveis nos relatdrios dos alunos.

A diferenqa entre as duas escalas é que a primeira d4 aten-
¢ao, em termos globais, a todos os aspectos do desempenho dos
alunos, enquanto que a segunda distingue trés tipos de objeti-
vo: conhecimento matematico, estratégias e processos de racio-
cinio e comunicagdo. A primeira escala é de aplicagdao mais
facil e rdpida enquanto a segunda permite obter informagao
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mais detalhada. Nos exemplos apresentados, a primeira escala
tem quatro niveis e a segunda tem cinco, mas € evidente que
podemos fazer esse tipo de escala com quantos niveis quiser-
mos. Muitos niveis, no entanto, tornam oseu uso pouco pratico.
De um modo geral, usam-se de trés a cinco niveis para conse-
guir algum poder discriminatério, sem tornar 0 seu uso demasi-
ado complicado.

Os alunos devem ter conhecimento da escala que vai ser
usada, por uma questao de transparéncia, e também para po-
der fazer a sua auto-avaliagio. Depois, para cada relatorio, o
professor procura identificar os descritores que methor se ade-
quam. Desse modo, facilmente produz uma notagao classifi-
cativa. Para além disso, pode fazer alguns comentdrios relacio-
nados com aspectos especificos desse relatério, eventualmente
com sugestoes para os alunos terem em consideragao no futuro.

Em experiéncias nas quais esse tipo de escala foi usado’,
verificou-se que ela ajudavam os professores ndo so a avaliar os
relatérios dos alunos, mas também a estruturar e monitorizar
de modo mais seguro o seu desempenho durante a realizagio
das tarefas de investigagao.

Ouitras formas de avaliagdo do trabalho investigativo

A observagio informal dos alunos durante a realizagdo
da tarefa e na fase de apresentagio das suas conclusies a turma
¢ uma forma natural de avalia-los quando eles trabalharam numa
investigagao. A partir dessa observagao, o professor pode reco-
lher muita informagio sobre as atitudes dos alunos, scbre o
modo como eles mobilizam os conhecimentos matematicos for-
mais e informais e sobre 0 seu entendimento do que é uma in-
vestigacdo, do seu papel na respectiva realizagio e da sua ca-
pacidade em levi-la a bom termo.

* Uma experiéncia com utilizagio deste tipo de tabelas vem descrita no traba-
tho de JOSE MANUEL VARANDAS (2000},
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Na verdade, a observacao dos alunos enquanto trabalham
€ um processo de avaliagao fundamental para dar informagées
ao professor. A sua atengao tanto pode incidir num ou noutro
aluno que precisa de uma atengio individual como na ativida-
de de um ou mais grupos. Essa observagao é muitas vezes con-
duzida de modo seletivo, observando cada grupo ou cada alu-
no por sua vez. Ao observar, o professor nao tem de se limitar a
uma atitude passiva, pelo contririo, pode fazer perguntas aos
alunos de modo a perceber melhor o que eles estio fazendo ea
forma como estao pensando.

A observacao é um bom meio de conhecer 0 modo como
os alunos reagem as tarefas de investigagao, o modo como as
interpretam e a estratégia de trabalho que desenvolvem, os
seus processos de raciocinio, bem como 0s conhecimentos
matemadticos que usam e nas competéncias de calculo que evi-
denciam. Pode proporcionar muita informagao e essa quali-
dade é também a sua principal limitagio, pois torna-se dificil
ao professor fazer registros seletivos anotando apenas o que é
realmente importante.

Outra forma de avaliagao sao as apresentagoes orais que
se fazem no culminar de uma atividade de investigagao, quan-
do 0s alunos dio a conhecer ao professor e aos seus colegas o
trabalho por si previamente realizado. Uma apresentagao oral
constitui uma situagio de avaliacao e também de aprendiza-
gem, favorecendo o desenvolvimento da capacidade de comu-
nicagdo e de argumentagio. Pode ser usada tanto de modo
individual como em grupo. Ainda que de forma breve, no fi-
nal, o professor deve dar a conhecer aos alunos a apreciac¢ao
que faz do seu desempenho, salientar os seus progressos e dar
sugestoes concretas sobre aspectos em que considera que eles
possam melhorar,

As apresentagoes orais permitem avaliar uma variedade
de objetivos, incluindo as atitudes e valores, a compreensdo do
processo de investigagao, a pertinéncia das estratégias, 0s
processos de raciocinio, o uso de conceitos, as competéncias
de cdlculo e a capacidade de comunicagao oral. A sua princi-
pal limitagdo € o tempo que consomem. Se todos o0s alunos
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forem chamados a fazer esse tipo de atividade com muita fre-
quiéncia, hi o risco de essas apresentagoes se tornarem cansati-
vas, com conseqliéncias negativas no ambiente de trabalho da
sala de aula.

Usando uma estratégia de avaliagao multifacetada, o pro-
fessor pode fazer correntemente observagao direta dos alunos
e grupos durante a realizagao das tarefas e alternar as apre-
sentacdes orais com a produgao de relatorios escritos, indivi-
duais oude grupo. Ao realizar um trabalho de investigagio, o
aluno deve saber que esse trabalho ird ser avaliado, tal como
de resto todo o trabalho que realiza na disciplina de Matema-
tica. O professor deve evitar que essas formas de avaliagdo se
tornem muito pesadas, acabando por tomar tempo demasiado
que deveria ser utilizado em atividades de aprendizagem. Mas,
sobretudo, deve habituar os alunos a idéia de que o trabalho
deinvestigagio tem de ser avaliado, tal como qualquer outro,
para que eles ganhem consciéncia dos seus pontos fortes e
fracos e saibam como melhorar, se necessirio, o seu desempe-
nho nesse tipo de atividade.
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| Capitulo VII

As investigacoes no curriculo

’

N os curriculos de numerosos paises, surgem, de modo
direto ou indireto, referéncias a realizagdo de atividades de in-
vestigagdo pelos alunos, na aula de Matematica, Vamos anali-
sar, brevemente, o que dizem sobre 0 assunto os documentos
curriculares dos Estados Unidos da América, da Inglaterra e da
Franga, detendo-nos um pouco mais em Portugal e no Brasil.
Na parte final do capitulo, discutimos o modo como o professor
pode introduzir atividades de investigagdo na sua gestao curri-
cular e 0s recursos que pode mobilizar para a integracio susten-
tada desse tipo de trabalho na sua pratica letiva.

Estados Unidos da América

Diversos documentos publicados nos tiltimos quinze anos
pelo National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) in-
dicam a visdo dessa organizagao acerca do que os alunos de-
vem aprender na disciplina de Matematica e representam as
posigdes do movimento de reforma da educagao matematica na
Américado Norte,

As Normas para o Curricule ¢ Avaliagio da Matemitica
Escolaridentificam cinco objetivos gerais para todos os alunos: (i)
aprender a dar valor a Matemadtica; (ii) adquirir confianga na sua
capacidade de fazer Matematica; (iii) tornar-se apto a resolver
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problemas matematicos; (iv) aprender a comunicar matematica-
mente; e (v) aprender a raciocinar matematicamente', Esse docu-
mento defende que o grande objetivo doensino da Matematica é
ajudar todos os alunos a desenvolver “poder matematico” e, para
iss0, 0s professores devem envolvé-los na formulagéo e resolu-
¢ao de uma grande diversidade de problemas, na construgao de
conjecturas e de argumentos, na valida¢ao de solugdes e na ava-
liagdo da plausibilidade das afirmagoes matemiticas. O docu-
mento defende que as boas tarefas sio aquelas que ndo separam
o pensamento matematico dos conceitos ou aptidoes matemati-
cas e que apelam para a resolu¢do de problemas, a investigagao
e exploragéo de idéias e a formulagao, teste e verificagio de con-
jecturas. “Fazer matemdtica” e “raciocinar matematicamente” sao
expressdes que apontam claramente para a idéia da realizacao
de investigagdes matematicas.

As Normas Profisstonais sao ainda mais explicitas em
relagao as atividades de investigagao quando afirmam que “a
verdadeira esséncia do estudo da Matematica € precisamente
uma atividade de exploragao, de formulagio de conjecturas, de
observacao e de experimentagdo”. Esse documento diz tam-
bém que o “espirito de investigagio deve estar presente em todo
o ensino e aprendizagem da Matematica™.

Nos Principles and Standards for School Mathematics,
publicados em 2000, o NCTM sublinha a importancia de os
alunos aprenderem Matematica com compreensdo. Tal docu-
mento indica que sao necessdrias tarefas adequadas para intro-
duzir idéias matematicas importantes e para envolver os alu-
nos e desafid-los intelectualmente:

Tarefas matemiticas bem escolhidas podem atrair a
curiosidade dos alunos e puxd-los para a Matemadtica.
As tarefas podem ser ligadas as experiéncias mate-
maticas quotidianas dos alunos ou podem surgir em

' NCTM (1991, p. 5).
INCTM (1994, p. 97).
PNCTM (1994, p. 117),

128



Investigagdos matemidticas na sala de aula

contextos puramente matematicos. Independentemen-
le do contexto, as tarefas matematicas validas devem
ser intrigantes, com um nivel de deszfio que convida a
especulacdo e ao trabalho drduo’.

Em todos esses documentos, o NCTM valoriza tarefas
cujas caracteristicas coincidem com as das tarefas de invesli-
gacao. Embora o termo “investigacio matemadtica” raramente
apareqa, a idéia estd implicitamente presente na importincia
que ¢ dada a formulagio de problemas, & produgio e teste de
conjecturas, a argumentacao e validagao de resultados e ao
proprio processo de “pensar matematicamente”,

Inglaterra >

Nesse pais, as tarefas de investigacio tém uma forte tra-
digdo curricular. No inicio dos anos 80, j& se lia em documen-
tos governamentais que “o ensino da Matematica deve incluir
oportunidades para trabalho de investigacao”, Em 1988, com
a reforma do sistema de avaliagio dos alunos com 16 anos de
idade, os exames passaram a incluir a realizacio de um traba-
Iho {designado por coursework), a desenvolver na escola, com
um peso de 20 a 60% na nota final. Esse trabalho implicava
que os alunos realizassem atividades de exploragio e investi-
gacdo, sendo os respectivos resultados apresentados sob a for-
ma de relatérios. A mudanga no sistema de avaliacio deu a
esse tipo de atividade um grande peso no processo de ensino-
aprendizagem.

O curriculo de Matematica da Inglaterra e do Pais de Ga-
les, publicado em 1995, refere que os alunos, entre os 5 e 11
anos, deverdo ter “oportunidades de expor a sua linha de racio-
cinio” e “deverdo ser capazes de entender e invesligar afirma-
¢Oes gerais assim como investigar casos particulares”. Para
alunos entre os 11 e 0s 16 anos, o curriculo aponta que eles

{NCTM (2000, p. 18-19).
* Relatério COCKCROFT (1982, ponto 243),
* DEPARTMENT FOR EDUCATION (1998, p. 2).
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devem ter “oportunidades de usar e aplicar a Matematica em
tarefas préticas, em problemas da vida real e em problemas
puramente matematicos; trabalhar em problemas que constitu-
am um desafio; encontrar e considerar diferentes linhas de ar-
gumentagao matematica””. De acordo com esse curriculo, com a
realizacdo de tal tipo de trabalho, os alunos deverao ser capa-
zes de:

* Descobrir modos de ultrapassar as dificuldades que
aparegam; desenvolver ¢ usar estratégias proprias;
» Selecionar, experimentar e avaliar uma variedade de
abordagens diferentes;

» Identificar a informagao em falta e reduzir um proble-
ma complexo a um conjunto de pequenos problemas;

* Explicar e justificar como chegaram a uma conclusae;

* Elaborar conjecturas e hipoteses, desenvolver méto-
dos para testd-las e analisar os resultados de modo a
verificar se s80 ou ndo vdlidas;

» Usar o raciocinio matemdtico, inicialmente para ex-
plicar e depois, seguindo uma linha de argumenta-
gio, para reconhecer as inconsisténcias®.

Nesse curriculo, o termo “problema” surge com mais fre-
qiiéncia do que o termo “investigagao”, sendo ambos os termos
usados, aparentemente, com o mesmo significado. A importan-
cia da realizacio de conjecturas, do raciocinio e da argumenta-
¢d0 matemadtica esta claramente evidenciada. Desde que foi
publicado, o curriculo inglés tem sido sujeito a sucessivas refor-
mulagdes, mas essas idéias tém continuado sempre presentes.
Assim, por exemplo, entre 0s objetivos para os alunos de 5-
7 anos, surge o de colocar questdes do tipo “o que acontece
se” e “compreender afirmacoes gerais... e investigar se elas
se verificam em casos particulares”’. O sistema de avalia-
¢do introduzido em 1988 levou os professores das escolas

? Idem, p. 11.
"Idem, p. 11 e 12.
*Idem, p. 11.
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secunddrias a passar a propor aos alunos, com freqiiéncia, a
investigacdo de situagbes matematicas. Alguns educadores ma-
teméticos, como John Mason e Steve Lerman, témapontadoal-
gumas conseqliéncias negativas que resultam deste fato, en-
quanto outros, como Kenneth Ruthveen, fazem umbalango mais
positivo do alcance dessa orientagao curricular,

Franga

O ensino secunddrio nesse pais inicia-se com a Classe de
Seconde (alunos de 15-16 anos), que faz parte do ensino obriga-
torio, e prossegue com as Classes de Premidre e Terminale, divi-
didas em diversos ramos. Os programas em vigor foram estabe-
lecidos entre abril de 1990 e maio de 1997. O programa da Classe
de Seconde indica ser necessario “habituar os alunos a pratica
do trabalho cientifico, desenvolvendo conjuntamente as capa-
cidades de experimentacao e de raciocinio, de imaginagao e
analise critica”'". A resolugio de problemas ¢ indicada como
“objetivo essencial”, na seqliéncia do que ja vinha acontecendo
no chamado Collége, o ciclo de ensino anterior. Orientacoes
idénticas surgem nos programas da Classe de Premizre € da
Classe de Terminale. No que respeita & organizagao do traba-
Iho na aula, os programas da Clesse de Seconde apontam entre
0s seus objetivos principais:

Habituar os alunos & atividade cientifica e promover a
aquisicdo de métodos: a aula de Matematica € antes de
mais um lugar de descoberta, de exploragio de situa-
goes, de reflexdio e de debate sobre as estratégias se-
guidas e os resultados obtidos, de sintese que propor-
cione claramente algumas idéias e métodos essenciais,
indicando o respectivo valor®,

Por outro lado, na Classe Terminale, tanto no ramo desti-
nado a alunos de Economia e Ciéncias Sociais, como no ramo

1* MINISTERE DE L'EDUCATION NATIONALE, DE LA RECHERCHE Kl
DE LA TECHNOLOGIE (1997, p. 13),

" Idem, p. 16.
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destinado a alunos da drea cientifica, mantém-se 0 mesmo es-
pirito, quando se afirma que:

O estudo de situagdes mais complexas, sob a forma de
preparacao de atividades na aula ou de problemas a
resolver oua redigir, alimenta o trabalho de investiga-
¢do, individual ou em equipa, e permite aos alunos
avaliar a sua capacidade de mobilizar os seus conheci-
mentos em diversos setores.”

Verificamos, desse modo, uma assinalivel importancia
da idéia de investigacio, como nticleo central da atividade
cientifica, nos grandes objelivos e orientagdes dos programas
franceses da disciplina de Matematica. Essa importancia nao
se torna, no entanto, muito evidente no corpo dos progra-
mas, estruturados essencialmente em torno dos contetidos
matematicos.

Portugal

Nos Programas de Matemiticado 2°e 3° ciclos do ensino
bésico presentemente em vigor (publicados em 1991), encon-
tram-se algumas referéncias diretas ou indiretas a tarefas de
natureza investigativa e a desempenhos tipicos dos alunos
nesse tipo de tarefa. Assim, nos programas do 2° ciclo do ensi-
no basico (alunos de 10-12 anos), afirma-se que:

* O estudo do tema Geometria deverd assentar “em
atividades que permitam aos alunos manipular, ob-
servar, comparar, descobrir, construir, tragar [...] é ne-
cessdrio que o aluno tenha oportunidade de ensaiar,
errar, recomegar, corrigir”;

* Também o estudo do tema Niimeros e Calculo deve-
rd ter como base a “realizagao de atividades sugesti-
vas que incentivem os alunos a fazer conjecturas, a
querer descobrir, a disculir estratégias...”

" Ver p. 61 e 133,
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* No subcapitulo das orientagies metodoldgicas diz-
se que a resolugio de problemas “como atividade
estimula o espirito de pesquisa, dando aos alunos
oportunidade de observar, experimentar [...] fazer
conjecturas, argumentar, concluir e avaliar”',

Desse modo, embora niio se fale em investigagdes, refe-
re-se varias vezes a importancia da formula¢do de conjectu-
ras, um dos aspectos mais importantes do processo de invesli-
gacao. Significativo é também o deslaque dado a criagdo do
espirito de pesquisa (um termo com um significado muito pré-
ximo do de “investigagao”), bem como o realce dado a argu-
mentagdo, a discussio, a descoberta e a avaliacio.

Um documento oficial mais recente, o Curriculo nacional do
ensino bisico, indica diversas competéncias a desenvolver nos
alunos, entre as quais se contam: raciocinar matematicamente,
procurar regularidades, fazer e testar conjecturas e formular
generalizagoes'. Esse documento sublinha as atividades de in-
vestigagio como uma das experiéncias de aprendizagem que
devem ser regulamente proporcionadas aos alunos.

No Programa de Matemitica do ensinosecundario {alunos
de 15-18 anos), publicado em 1997, surge a seguinte finalidade
para essa disciplina: “desenvolver as capacidades de formu-
lar e resolver problemas, de comunicar, assim como a mema-
ria, o rigor, o espirito critico e a criatividade”". No capitulo
das orientagtes metodoldgicas, pode ler-se:

Destaca-se a importincia das atividades a selecionar,
as quais deverdo contribuir para o desenvolvimento
do pensamento cientifico, levando o aluno a intuir,
conjecturar, experimentar, provar, avaliar e ainda o
reforgo das atitudes de autonomia e de cooperagao',

" MINISTERIO DA EDUCAGAQ (1991, p. 155, 158 & 164,
* MINISTERIO DA EDUCAGAQ (2002, p. 57).

* MINISTERIO DA EDUCAGAQ (1997, p. 3),

* Idem, p. 8.
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Q programa refere que o uso de calculadoras grificas per-
mitird a “condugio de experiéncias matemdticas, concegiao e
testagem de conjecturas” e cada aluno deverd realizar “inves-
tigagao e exploragio de vérias ligagoes entre diferentes repre-
sentagoes...”. Por outro lado, o uso dos computadores, pelas
suas potencialidades permitird “atividades |...] de exploragao
e pesquisa...”"”. Nas indicagdes metodolégicas, surge uma re-
feréncia explicita a tarefas de investigagdo: “no estudo das
familias de fungdes os alunos podem realizar pequenas inves-
tigaghes™ ™,

Verificamos, assim, que os programas portugueses do en-
sino secunddrio fazem referéncias explicitas a realiza¢do de
atividades de investigagio pelos alunos. Os restantes progra-
mas, sem o indicarem com tanta clareza, apontam também para
aimportancia dos processos matematicos associados a realiza-
cao desse tipo de tarefa.

Brasil

Os Parimetros Currictdares Nacionais (PCN) de 5* a 8°,
publicados em 1998, dio uma significativa importancia a reali-
zagao de atividades de investigacdo e pesquisa no ensino e na
aprendizagem da Matemdtica, em estreita associagao com a reso-
lugdo de problemas. Assim, entre os objetivos gerais indicados
para o ensino fundamental surge o desenvolvimento do “espiri-
to de investigagao” e “da capacidade para resolver problemas”,
sublinhando-se, igualmente, a importancia de os alunos serem
capazes de “argumentar sobre suas conjecturas”".

Y Idem, p. 11.
* Idem, p. 20.

¥ Ver MINISTERIO DA EDUCACAQ (1998), Pardmetros curriculares nacionars,
p- 47 e 48. Esses objetivos sdo concretizados para cada um dos ciclos de
ensino. Assim, no ponto sobre o ensino e aprendizagem da Matemitica no
terceiro ciclo, enuncia-se claramente como objetivos no campo das atitudes
o “desenvolvimento da capacidade de investigagio e da perseveranca na
busca de resultados...” {p. 75). Em concordancia, os critérios para avaliagio
no terceiro ciclo indicam que uma das competéndias a avaliar & a capacidade
de investigar (p. 76). O mesmo se passa em relagio acs objetivos do quarto
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Os PCN apoiam-se numa discussao sobre o conhecimen-
{0 matematico, que é apresentado como resultado de uma cons-
trugao humana, em interagio com os contextos natural, social e
cultural. O documento sublinha a importincia de processos
heuristicos, da criatividade e do sentido estético na criagao do
conhecimento matematico. Pondo em paralelo o cardter induti-
vo ededutivo da Matematica, indica que “as conjecturas e teori-
as matematicas sao formuladas [a] partir da observagao de ca-
sos particulares”.

As atividades de investigacao e de pesquisa surgem aqui
na perspectiva da Matemitica como contexto de trabalho e tam-
bém nasua utilizagio em contextos diversos, relativos a outras
dreas e a temas transversais. Vejamos, primeiro, os aspectos
especificamente matematicos. Ao analisar o contributo das no-
vas tecnologias para o ensino e a aprendizagem dessa discipli-
na, os PCN indicam que essas possibilitam “o desenvolvimen-
to, nos alunos, de um crescente interesse pela realizagao de
projetos e atividades de investigagdo e exploragio como parte
fundamental de sua aprendizagem”*'. Indicam também que “a
calculadora favorece a busca e percepgiao de regularidades
matematicas e o desenvolvimento de estratégias de resolugao
de situagbes-problema pois ela estimula a descoberta de estra-
tégias e a investigagao de hipoteses uma vez que os alunos ga-
nham tempo na execug¢io dos cdlculos”*. Apresentam, ain-
da, um exemplo concreto de uma situagao exploratoria e de
investigacdo — a divisdo sucessiva de um ntimero por 2. Refe-
réncias a realizagio de atividades de investigagao surgem a
proposito dos mais diversos topicos matematicos, tanto no 3°
como no 4" ciclos™:

ciclo, que indicam no ponto das atitudes o “desenvolvimento da capacida-
de de investigagio e da perseveranga na busca de resultados, valorizando o
uso de estratégias de verificagio e controle de resultados” (p. 91). Essa com-
peténcia é igualmente considerada nes critérios de avaliagio (p. 92 e 93).

¥ Ver p. 26.

3 Ver p. #4.

“Ver p. 45.

= No Brasil, 0 3” ciclo inclui 0 5” ¢ 6” ano; 0 4° ciclo, 0 77 e 0 £% ano.
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* Grandezas ¢ medidas—"“manuseio de instrumentos de
medidas que permitam aos alunos fazer conjecturas
sobre algumas propriedades dessas figuras.."*,

» Espago ¢ forma~"o estudo de contetidos do bloco es-
paco e forma tem como ponto de partida a andlise de
figuras pelas observagoes, manuseios e construgdes
que permitam fazer conjecturas e identificar propri-
edades”?,

» Grandezas e medidas~“muitas atividades que envol-
vem a questao do tempo podem interessar os alunos,
como [...] pesquisa sobre o funcionamento e constru-
¢do de um relégio solar...”™.

* Calculo - "o uso da calculadora facilitard e estimula-
ra a investigagao...”?.

* Espago e forma— “as principais fungdes do desenho
sdo visualizar[...] ajudara provar, ajudar a fazer con-
jecturas [...]"%.

* Espago ¢ forma - “as observagOes do material concreto
[devem ser] elementos desencadeadores de conjec-
turas e processo que levem a justificativas mais for-
mais”®.

* Tratamento de informagio-"nos ciclos finais, a nogao
de probabilidade continua a ser explorada de manei-
ra informal, por meio de investigagdes...”™.

Nos PCN, as atividades de investigacdo surgem em asso-
ciagao eslreita com a resolugao de problemas, entendida como
“eixo organizador do processo de ensino e aprendizagem da
Matematica”, Refere-se que “a situacio problema é o ponto
de partida da atividade matematica [...] Conceitos, idéias e

“Ver p. 68,
*Ver p. 86.

*Ver p. 132.
“Ver p. 115.
#Ver p. 125
“Ver p. 127.
*Ver p. 137.
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métodos matemdticos devem ser abordados mediante a ex-
pleragao de problemas” e sublinha-se que o aluno deve “ser
estimulado a questionar a sua prépria resposta, a questionar o
problema, a transformar um dado problema numa fonte de
novos problemas, a formular problemas a partir de determi-
nadas informagdes, a analisar problemas abertos — que admi-

tem diferentes respostas em funcao de certas condicoes”?.

A realizagao de pesquisas merece igualmente grande des-
taque em relagio com os temas transversais e no ponto respei-
tante ao tratamenlo de informagdo, que envolve, sobretudo,
conceitos de Estatistica, Nesse ponto, a idéia de realizacio de
pesquisas pelos alunos é um tema central. Por exemplo, nas
orientagdes relativas ao 3° ciclo, pode ler—sp:

O tratamento de informagao pode ser aprofundado nes-
te ciclo pois os alunos tém melhores condigoes de de-
senvolver pesquisas sobre sua prépria realidade e in-
terpretd-la, utilizando grdficos e algumas medidas
eslatisticas. As pesquisas sobre Satide, Meio Ambien-
te, Trabalho e Consumo ete. poderdo fornecer contex-
los em que 0s conceitos e procedimentos ganham sig-
nificados®,

Os PCN valorizam assim o papel da Matematica no estu-
do de diversos temas transversais. Por exemplo, no estudo do
tema “Trabalho e consumo” afirmam que “situacoes ligadas
ao tema do trabalho podem-se Lornar contextos interessantes a
serem explorados em sala de aula: 0 estudo de causas quie de-
terminam o aumento/diminuigio de empregos; pesquisa sobre
oferta/procura de emprego...”. Indicam com énfase que as pes-
quisas a realizar devem “ler interesse para os alunos...” e salien-
tam a importancia das fases de elaboragio das questdes, andlise
das medidas estaltfsticas e comunicagao de resultados™.

“Verp.40 e 42.

# Ver p. 85.

®Verp. 34,

* Ver, por exemplo, p. 60-70, 74, 135, 136.
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Podemos dizer que no curriculo brasileiro as atividades
de investigagao e exploragio merecem um grande destaque, tan-
to no estudo dos contetidos matematicos respeitantes aos Nu-
meros, Grandezas e Medidas, Geometria e Probabilidades como
na sua utilizacdo em contextos da vida real, em estreita associ-
acdo com a Estatistica e a Andlise de dados.

Verificamos, assim, forte presenca da perspectiva inves-
tigativa nos curriculos de Matematica e nos documentos pro-
gramaticos de diversos paises. Tal perspectiva esta presente,
em certos casos de modo mais explicito e em outros de modo
mais difuso. Um caso bem explicito é o do programa francés,
quando sublinha a importincia de habituar os alunos & ativi-
dade cientifica, com referéncia clara ao processo de descober-
ta. O curriculo inglés, muito sdbrio nas suas grandes orienta-
¢oes, nao deixa de incluir aspectos diretamente relacionados
com o trabalho investigativo na secqao Using and Applying
Mathematics. Os programas portugueses do ensino basico sao
pouco explicitos relativamente a esse tipo de trabalho, mas,
em contrapartida, os programas do ensino secundario subli-
nham claramente a sua importancia. Finalmente, os Parame-
tros Curriculares Brasileiros sao muito claros quanto ao pa-
pel-chave que atribuem a esse tipo de atividade, tanto nos seus
objetivos gerais como nas orientagoes especificas respeitantes
aos diversos contetidos.

As investigacdes e a gestdo curricular

Os documentos curriculares constituem um guia para a
prética de ensino do professor. Tendo em conta os objetivos e as
orientacoes indicadas nesses documentos, o tempo disponivel
e as caracteristicas e interesses dos seus alunos, cabe-lhe fazera
gestdo curricular, decidindo as tarefas a propor, os aspectos a
que quer dar mais énfase e 0 modo como pretende organizar o
trabalho dos alunos.

Como vimos ao longo deste livro, o professor pode desafi-
ar os seus alunos a realizar investigagoes e exploracoes ma-
tematicas. No entanto, terd também de promover a realizagdo
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deoutras atividades coma exercicios, problemas e projetos. Em-
bora existam exemplos prototipicos de cada um desses tipos de
tarefa, na pratica as distingdes nem sempre sio faceis de fazer.
A natureza da tarefa depende muito do modo como esta é en-
tendida e aceita pelo aluno e o préprio desenvolvimento do
trabalho tem, muitas vezes, um efeito transformador. Uma tare-
fa que é proposta como um simples exercicio, de repente, a par-
tir de uma questio levantada porum aluno, pode tornar-se numa
exploragio, domesmo modo que um projeto pode degenerar na
realizagio de umas tantas rotinas repetitivas decalcadas de um
manual oude um exemplo ja realizado.

O grande objetivo de promaver o desenvolvimento de um
espiritoinvestigativo nos alunos pode ser atingido de diversas
maneiras, Na maioria dos exemplos apresentados neste livro, o
professor havia planejado de inicio uma tarefa com um enunci-
ado cuidadosamente elaborado, ainda que variando no seu grau
de abertura. No entanto, existem situagées em que 0 processo
investigativo pode desencadear-se a partir de questdes que os
proprios alunos colocam com base no trabalho que est a ser
realizado ou que sdo suscitadas pelo professor. Esses momen-
tos levantam dificuldades adicionais ao professor pela impre-
visibilidade da diregio que as exploracies podem tomar. No
entanto, podem ser extremamente ricos em termos de aprendi-
zagem, na medida em que correspondem a questdes genuinas
resultantes da atividade e do questionamento do aluno, Essa
forma de promover praticas de investigacao, sem estabelecer
uma linha de demarcagao explicita entre essas e outras ativida-
des, surge como a mais natural para o aluno, ndo o levando a
olhar para as investigacdes como algo a parte na Matematica
escolar. Desse modo, a atitude investigativa é algo que se fo-
menta continuamente nas aulas.

Ha outras situagdes em que, pelo contrdrio, o professor
pretende marcar, de forma inequivoca, que propde a realizacio
de uma tarefa de investigagao e, como tal, planeja uma ou
mais aulas para esse fim, Um aspecto a ter em atengio, quan-
do se programa a realizagao de uma investigagao desse tipo,
¢ 0 estabelecimento de uma ligagdo estreita com os temas do
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curriculo, por exemplo, facilitando maior familiariazagao e
consolidagao dos conceitos matemdticos por parte dos alunos.
A esse respeito, recordemos a tarefa “Exploragdes com niime-
ros”, apresentada no capitulo 2, por meio da qual os alunos
recordaram varios conceitos matemadticos (miiltiplos, poténcias,
quadrados perfeitos, niimeros primos, soma de ntiimeros pa-
res e impares, divisao inteira, raizes quadradas, raizes cibi-
cas...) e estabeleceram novas relacdes entre eles. A riqueza de
exploragoes que as invesligacdes proporcionam facilita o esta-
belecimento de conexdes entre temas matemiticos, aspeclo que,
por vezes, é descurado na pritica em virtude das dificuldades
de concretizagao, -

Muitas larefas favorecem caminhos divergentes, permi-
tindo exploragoes com diferentes graus de profundidade e,
conseqiientemente, podem ser trabalhadas em vérios anos de
escolaridade e por alunos com niveis de desempenho muito
diferenciados. A par dessas caracteristicas, que facilitam a sua
integra¢do curricular, hd a considerar que muitas vezes os pré-
requisitos necessarios para a realizagao de uma tarefa de in-
vestigacdo sdo bem mais reduzidos do que o que se pode su-
por, como se observa em muitos dos exemplos anteriormente
apresentados.

Alguns professores tém tentado implementar, de uma
forma mais sistemética, as tarefas de investigagio nas suas
aulas, por exemplo, adotando uma abordagem de tipo investi-
gativo ao longo de uma ou mais unidades didaticas ou mesmo
de um ano letivo®. Nessa situagao, € importante que o profes-
sor possa antecipar algumas das exploragoes que cada tarefa
pode gerar de forma a planificar, ainda que de um modo bas-
tante flexivel, a seqliéncia dos temas a abordar e das propos-
tas a apresentar a turma.

A realizacio de investigagbes na aula de Matematica im-
plica que menos tempo seja destinado para outras atividades.
Ora, 0 tempo é um fator que todo o professor tem de ponderar

* Uma experiéncia realizada ao longo de todo umano letivo é a de BROCARDO
(2002).
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na sua pratica, exigindo a tomada de decisées. Diante dos ob-
jetivos que se propde atingir com os seus alunos, ele, melhor
do que ninguém, pode decidir o que fazer. A realizagio de uma
investigacio requer sempre certo tempo, mas o que se gasta
nas primeiras experiéncias de investigagiio e nas primeiras oca-
sibes em que se procura discutir os resultados obtidos, pode
ser recuperado mais tarde, porque os alunos ja estio mais 2
vontade com esse tipo de atividade, sabendo aquilo que se es-
peradeles. Além disso, o trabalho efetuado no ambito de uma
investiga¢ao, em torno de determinado contetido matematico,
pode revelar-se de tal forma produtivo que o professor ja nio
ve a necessidade de voltar a trabalhi-lo, ganhando assim tem-
po para dedicar a outro assunto.

'

E nalural que, nas primeiras tentativas, o professor co-
mece por recorrer a tarefas ja construidas, utilizando-as nes-
sa forma ou fazendo pequenas adaptagdes. Depois de algu-
mas experiéncias, é provdvel que comece a ganhar confianca
para ser ele proprio a pensar nas situagdes a propor aos seus
alunos. O trabalho colaborativo com outros professores é um
contexto muito favoravel para a experimentacio de novas
praticas de ensino, possibilitando o confronto de idéias e ex-
periéncias. E também uma situacio que ajuda o professor a
desenvolver confianca nas tarefas a apresentar aos seus alu-
nos, uma vez que essas podem ser antecipadamente discuti-
das no grupo. Além disso, como 0 sucesso no ensino nunca ¢
garantido, um grupo de colaboragao pode ajudar a refletir
sobre as dificuldades e os insucessos. Como refere o sociélo-
go canadense Andy Hargreaves, a colaboragio “ajuda as pes-
s0as a suportar os fracassos e frustragoes que acompanham a
mudanga nos seus estddios iniciais e que, de outra maneira, a
poderiam enfraquecer ou contrariar”*, Essa rede de apoio
pode ajudar o professor a encarar a experiéncia com as in-
vestigaces matemdticas como um processo de aprendizagem
e desenvolvimento profissional.

* HARGREAVES (1998, p. 278).
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A realizagdo de investigacdes matematicas, pelo aluno,
pode contribuir de modo significativo para a sua aprendiza-
gem da Matematica e para desenvolver o gosto por essa disci-
plina. Também o professor pode desenvolver uma atitude in-
vestigativa em relagao a Matematica e em relacao a sua pratica.
Ao envolver-se, ele proprio, a investigar situagdes matematicas,
o professor pode desenvolver idéias para propor aos alunos. E,
também, a melhor garantia de que serd capaz de dar uma boa
seqliéncia a uma questao inesperada de um aluno. Além disso,
a realizagio de investigagoes em torno da sua pratica profissio-
nal é uma atividade natural para um professor que pretende
lidar de modo consistente e aprofundado com os problemas
que surgem, constantemente, no seu trabalho. Em qualquer dos
casos, a investigagao surge como um poderoso meio de constru-
¢do do conhecimento, que ndo dispensa, no entanto, o estudo, o
reconhecimento do que ja foi feito por outros, a identificagao
dos recursos que podem facilitar o trabalho, a aprendizagem
das técnicas e dos meios de expressio proprios do nosso campo
de trabalho e a interagcao com os outros em comunidades de
discurso e aprendizagem.




Apéndice

Apresentamos neste apéndice a investigagao realiza-
da pelo matematico portugués Carlos Braumann, quando
era aluno do ensino secundario, sobre as propriedades das
raizes dos nimeros complexos. Como sabemaos, um niimero
complexo z = #+4/ tem # raizes de indice » dadas pela ex-
pressao rcis(6 / m)w, , com k=0, 1, ..., #-1 em que w,,
£=0,1, ..., #-1 sdo as #u raizes da unidade imaginaria /-1 .
Diz esse autor:

Claro que, nas aulas e nos trabalhos para casa, fize-
mos alguns exercicios para calcular raizes de niimeros
complexos concretos e, em todos os cases, verifiquei
que a soma das # raizes de um complexo 2 0 era nula.
Nao podia ser coincidéncia, Se considerarmos a inter-
pretagdo geométrica de um complexo como um vetor,
vemos que as # raizes de um complexo formam (ver
figura 1) raios da circunferéncia de centro na origem e
raio /" orientados para o exterior desta e dividindo a
circunferéncia em # dngulos iguais. Se imaginarmos
esses vectores como forgas aplicadas na origem, a sua
simetria circular implicaria intuitivamente que a forga
resultante, a soma vectorial das forgas aplicadas, tivesse
um efeito nulo. Essa era uma explicagio intuitiva do
resultado, que reforcava consideravelmente a convic-
¢do da sua verdade universal, mas ndo era uma de-
monstragao.’

! BRAUMANN, 2002, p. 3.
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Figura 1= 5 de um complexo z = r ¢is 0 (a esquerda) e as5
raizesw, (k= 0,1,2,3,4) da unidade (a direita).
As raizes da figura a esquerda obtém-se multiplicando
#i/icis (0/ n)por as raizes da figura a direita.

Braumann rapidamente verificou que bastava demons-
trar a propriedade para as raizes da unidade J=1.Na verdade,
as raizes de qualquer niimero complexo z obtém-se multipli-
cando as da unidade pela constante r'/"cis (0/ n). O problema
geral podia, pois, ser reduzido a outro mais simples, o de de-
monstrar que § =X w, = 0.

Um novo passo foi dado quando verificou que a demons-
tracao é facil para it par, bastando organizar as raizes em pares
correspondentes a vetores com sentidos opostos. Para n im-
par, as coisas sao bastante mais complicadas. Depois de muita
experimentagao, decompondo as raizes de vdrias formas, e
analisando a sua representagao geomélrica, verificou que po-
dia obter a soma das raizes de indice 2n de ordem impar a
partir da soma das raizes de ordem par e multiplica-la por
cis(n/n). E conclui o nosso autor:

A demonstracio funciona, mas ¢ rebuscada. Mais tar-
de, descobri, quase por acaso, uma muito mais
simples, notando que, para qualquer it > 1 natural,
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vem v = o/ com ¢.= @, . Entdo a soma das # raizes de
indice 7 da unidade é simplesmente a soma dos # pri-
meiros termos de uma progressao geométrica de ra-
730 ot # 1 e de primeiro termo «’ = 1, ou seja, éigual a

——=—— =0, jAquea”=w, =& (2m/n)=1

Talvez se jd conhecesse que cis 6 = ¢, que permitiria
escrever i, = ¢2"" = (#2494 tivesse visto imediatamen-
te que a soma das raizes de indice # era a soma dos
termos de uma progressio geométrica. Eis a impor-
tancia de uma boa notagio.?

* Idem, p. 5-6.
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Outros titulos da colegio

“Tendéncias em Educacao Matematica”

Descobrindo a Geometria Fractal para a sala de aula

Autor: Ruy Madsen Barbosa

Nesse livro, Ruy Madsen Barbosa apresenta um estudo dos belos frac-
tais, voltado para seu uso em sala de sula, buscando a sua infrodugiona
Educagdo Matematica brasileira, fazendo bastante apelo ao visual artis-
tico, sem prejuizo da precisio e rigor matematico, Para alcangar esse
objetivo, o autor incluiu capitulos especificos, como os de criaio e de
exploracio de fractais, de manipulagio de material concreto, de relacio-
famento com o tridngulo de Pascal, e particularmente um com recursos
computacionais com soffawres educacionais em uso no Brasil, A insercgio
de dados e comentirios historicos tornam o texto de interessante leitura,
Anexo ao livro € fornecido o CD-Nfract, de Francesco Artur Perrolti,
para construgao dos lindos fractais de Mandelbrot e Julia.

Didética da Matemética - Uma anélise da influéncia francesa

Autor: Luiz Carlos Pais

Nesse livro, Luiz Carlos Pais apresenta aos leitores conceitos funda-
mentais de uma tendéncia que ficou conhecida como “Diditica Fran-
cesa”. Educadores matemiticos franceses na sua maioria desenvol-
veram um moda proprio de ver a educagio centrada na questao do
ensino da Matematica. Virios educadores matematicos do Brasil ado-
taram alguma versio dessa tendéncia ao trabalharem com concep-
¢oes dos alunos, com formagio de professores dentre outros temas.
O autor ¢ um dos maiores especialista no Pais nessa tendéncia e o
leitor verd isso ao se familiarizar com conceitos, como transposicio
didatica, contrato didético, obstaculos epistemolagicos e engenharia
didatica, dentre outros.

Educagiio Matemitica de Jovens e Adultos - especificidades,
desafios e contribuigGes

Autora: Maria da Conceigéo F R. Fonseca

Nesse livro, Maria da Conceigio E R. Fonseca apresenta ao leitor uma
visdo do que € a Educagao de Adultos e de que forma essa se entrelaga
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com a Educagdo Matematica. A autora traz para o leitor reflexdes atu-
ais feitas por ela e por outros educadores que sio referéncia nadrea de
Educagio de Jovens e Adultos no Pais. Este quinto volume da colegio
“Tendéncias em Educagio Matemndtica” cerlamente ird impulsionar a
pesquisa ¢ a reflexao sobre o tema, fundamental para a compreensio
da questao do ponto de vista social e politico.

Etmomatemdtica - elo entre as fradigdes e a modernidade
Autor: Ubiratan D'Ambrosio

Nesse livro, Ubiratan D' Ambrosio apresenta seus mais recentes pensa-
mentos sobre Etnomatemdtica, uma tendéncia da qual ¢ um dos fun-
dadores. Ele propicia ao leitor uma anilise do papel da Matemdtica na
Cultura Ocidental e da nogdo de que Matemitica é apenas uma forma
de Etno-Matematica. O autor discute como a andlise desenvolvida é
relevante para a sala de aula. Faz ainda um arrazoado de diversos
trabalhos na drea ja desenvolvidos no Pais e no exterior.

Filosofia da Educagdo Matemética

Autores: Maria Aparecicla Viggiani Bicudo, Antonio Vicente
Marafioti Garnica

Nesse livro, Maria Bicudo ¢ Antonio Vicente Gamica apresentam ao
leitor suas idéias sobre Filosofia da Educagio Matematica. Eles propi-
ciam ao leitor a oportunidade de refletir sobre questdes refativas a Fi-
losofia da Matemiitica, a Filosefia da Educagdo e mostram as novas
perguntas que definem essa tendéncia em Educagio Matemitica. Nes-
se livro, em vez de ver a Educaqio Matemdtica sob a dtica da Psicolo-
gia ou da propria Matematica, 0s autores a véem sob a Gtica da Filoso-
fin da Educagio Matematica,

Histéria na Educagio Matemética - Propostas e desafios

Autores: Antonio Miguel, Maria Angela Miorim

Neste livro, 0s autores discutem diversos temas que interessam ao edu-
cador matemético. Eles abordam Historia da Matematica, Histéria da
Educagio Matematica e como essas duas regides de inquérito podem
se relacionar com a Educagao Matemdtica. O leitor ird notar que eles
também apresentam uma visdo sobre o que ¢é Histdria e abordam esse
dificil tema de uma forma acessivel ao leitor interessado no assunto,
Este décimo volume da colegdo certamente transformard a visio do
leitor sobre 0 uso de Histdria na Educagdo Matemitica,

Informética e Educagio Matemadtica
Autores: Marcelo de Carvalho Borba, Miriam Godoy Penteado
Os auteres tratam de maneira inovadora e consciente da presenga da
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informdtica na sala deauls quando do ensino de matematica. Sem pren-
der-se a clichés que entusiasmadamente apoiam o uso de computado-
res para o ensino de matematica ou criticamente negam qualquer uso
desse tipo, os autores citam exemplos praticos, fundamentados em ex-
plicagbes tedricas objetivas, de como se pode relacionar matematica e
informatica em sala de aula. Tratam também de questdes politicas re-
lacionadas a adogio de computadores e calculadoras graficas para o
ensino de matemitica.

Pesquisa Qualitativa em Educacio Matemética
Organizadores: Jussara de Loiola Aratijo e Marcelo de Carvalho Borba

05 autores apresentam, neste livro, algumas das principais tendéncias
no que tem sido denominado Pesquisa Qualitativa em Educagio Ma-
tematica. Essa visdo de pesquisa esta baseada na idéia de que hi sem-
pre um aspecto subjetivo no conhecimento produzido. Nao hd, nessa
visdo, neutralidade no conhecimento que se constrai. Os quatro capi-
tulos explicam quatro linhas de pesquisa em Educagio Matemitica,
na verlente qualitativa, que sdo representativas do que de importante
vem sendo feito no Brasil. Sio capitulos que revelam a originalidade
de seus autores na criagio de novas direges de pesquisa,

Psicologia da Educagio Matemética
Autor: Jorge Tarcisio da Rocha Faleo

Neste livro, 0 autor apresenta ao leitor a Psicologia da Educagao Mate-
matica embasando sua visio em duas partes. Na primeira, ele discute
temas como psicologia do desenvolvimento, péicologia escolar e da
aprendizagem, mostrando como um novo dominia emerge dentro des-
sas dreas mais tradicionais, Em segundo lugar, sio apresentados resul-
tados de pesquisa fazendo a conexao com a pratica daqueles que mili-
tam na sala de aula. O autor defende a especificidade deste novo
dominio, na medida em que ¢ relevante considerar o objeto da apren-
dizagem, e sugere que a leitura deste livro seja complementada por
outros dessa colegio, como Diditica da Matemitica: sua tnfluéncia framce-
sa, Informition e Educagdo Matemition e Fllosofia da Educapio Matemitica,
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Neste livro, 0s autores mostram como as

praticas de investigacio desenvolvidas por

matematicos podem ser trazidas para a sala
de aula. Eles apresentam resultados de
pesquisas ilustrando as vantagens e dificul-
dades de se trabalhar com tal perspectiva
em Educacio Matematica. Geragao de con
jecturas, reflexdo e formalizagao do conheci-
mento sao aspectos discutidos pelos autores
ao analisarem os papéis de alunos e profes
sores quando lidam, em sala de aula, com
problemas em &reas como geometria,
estatistica e aritmetica.

Este livro certamente levara o leitor a
outros titulos da colecao, na medida em
que lida com temas como, por exemplo, o
papel da informatica em investigacoes e
alguns aspectos relacionados a psicologia da
Educacao Matematica.
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