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APRESENTACAO

"Os alunos que hoje educamos mudario, provavelmente, de atividade profissional durante a
sua vida. As ocupages profissionais que tiverem desenvolver-seio e modificar-se-fo & sua volt,
Por isso eles irdo necessitar de capacidades bisicas que lhes permitam aplicar os seus conhecimentos
a movas situagdes e controlar a propria aprendizagem ao longe da vida®,

- Como preprari-los para isso ?

- Ensinando-lhes a refletir, analisar e tirar conclusies para que possam dominar o
conhecimento que lhes dard auto confianga e autonomia. E a geametria pode ser considerada
como particular meio de efetivar a forma de educaciio a ser alcangada desde que o seu ensino se
torne motivante ¢ mais eriador.

- E come torna-lo motivante e mais criador 3

- Utilizando as transformagdes geométricas no seu ensing, uma vez que:
elas s apresentam na natureza animal, vegetal e inanimada;
encontram-se nas construgdes do homem: arquitetura e cigncias;

permitem ao homem visualizar e verbalizar como os objetos se movem no universo, usando
translagBes, simetrias e rotagdes;
sio utilizadas pelos computadores;

oferecem novas formas de demonstragio de teoremas cléssicos da Geometria Euclidiana:
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Ficha 1

L. Vioce vai estudar a seguir uma relagio entre pontos, chamada transformagio georétrica,

2. Considere, na figura a seguir, a relagio que a0 ponre A faz corresponder o ponto A, ao ponto
B o ponto B' e ao ponto P o ponto P'.

Ligue, por meto de uma régua, cada ponto ao seu correspondente.

B |

A

e P

Os segmentos AA’, BB' e PP', que vocé obteve, sio chamados segmientos orientados.
Diga se os segmentos orientados obtidos tm o mesmo tamanbo.
Resposta
Observe que os segmentos orientados obtidos tim a mesma diregdo.
Observe, também, que os segmentos orientados obtidos tém o mesmo sentido.

Assh&:,pude-secnnduirqueosa:gnemnﬁemdosM',BB'ePP’témumomn&a,a
mesmiz divepdo e o mesmo sentido.

Estes segmentos definem um ente geométrico chamado wveror. Este vetor & representado por
uma seta e estd indicado, na figura a seguir, pela leera v.

| |B

A

B
Al P

ndi¢Ses consideradas acima, a relagio que leva A em A", Bem B' ¢ P em P é chamada
io de vetor v ou translagio v.

sslacio de vetor v é uma transformagio geométrica. Os pontos A', B' ¢ P sio chamados
mrados dos pontos A, B e P, respectivamente.




3. Considere, a3ora, na figura a seguir, @ relagio que ao ponto R faz corresponder © pomEd R',20
ponto () o ponto Q', ao poute P aponto F' e i figura F a figera F'.
Ligue, por meio de uma régua, cada ponto 20 €U correspondente. Ligue, rambém, alguns
pontos da figura I aos seus correspondentes 1 figura F'.

Vock deve ter obtido segmentos orientados como os da figura a seguir:

Diga se 05 segmentos orienrados chtidos tém o mesio tamanbo.
Resposta
Diga se 0s segmentos orientados obridos thm a mesta direcdo.
TPesposta

Diga se 05 segmmentos orientados obridos tém o mEsmo sentido.
Besposta

Vock deve ter concluido que 05 seEmentos orientados obtidos tém o mesio ramanho, a mesma
direcin & 0 mesmo sentido. Estes segmentos definem , também, nm ente gromEtrico chamado
vetor. Este vetor & representado por UmA Set ¢ estd indicado, na figura aciraa, pela letra u.
Testas condigfes, 4 relagio considerada acima, que levaRem R, Qem Q' Pem P eafigura
F na figura F' & chamada tmm!m;&adezmruoummﬁaﬁou. ﬁmhgindzm:ué,
também, uma cransformagio geométTica. Os pontos R', Q' ¢ P sdo 05 transformados dos pontos
R, Q e P, respectivamente. A figuraF' €2 transformada da figura B.

4. Considere a relagio que a0 ponta M faz corresponder o ponto M, ao ponto N faz corresponder
o ponto N' € 3 figura F faz corresponder a figura F".

10



Ligue, por meio de uma régua, cada ponto ao seu correspondente. Ligue, também
alguns pontos da figura F aos seus correspondentes na fgura B

| 11 ]

1 1 J/\l

N 7

[ F'

Diga se os segmentos orientados obtidos t8m o mesmo tamanha.
Resposta

Diga se os segmentos orientados obtidos tém a mesma diregio.
Besposta

Diiga se os segmentos orientados obtidos tém o mesmo sentids,
Resposta

Vace deve ter concluido que os segmentos orientados obtidos tém o mesmo tamankba,
a mesma divegdo € 0 mesmo sentido. Por isso, esses segmentos definem um wetor,
Represente, na figura acima, esse vetor e indique pela letra w.

Nestas condiglies, a relacio considerada, que leva M em M, N em N' e 2 figura F
em F', & chamada translagio de vetor w ou translagdo w. Os pontos M’ e N' 5o os

transformados dos pontos M e N, respectivamente. A figura F* é a transformada da
figura F.

Resolva os exercicios da pagina 14.
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Ficha 2

1. Aré agui vocé trabalhou com pontos comados numa folla de papel. Supondo-se que a folha de
papel seja prolongada, - ndefinidamente, em todas as diregdes, tem-se uma idéia intuitiva de um
ente geométrico chamado plano. Por isso, pode-se dizer que uma folha de papel representa um
plano. O plano pode, também, ser representado pela superficie de uma mesa ou de uma quadro
de giz, supondo-se esses objetos prolongados, indefinidamente, em todas as diregdes.

2 Considere, no plane, um ponto P e um vetor v. A translagio de vetor vleva P em I

| | EEEE %

||
ZEH | P

O ponto P', transformado do ponto P pela translagio de vetor v &, também, chamado soma do
ponto P com o vetor v e pode-se escrever

P'=P+v

Assim, no plano, fica definida a soma do ponto P com o vetor v, que é o ponto P', isto &,
P+v=D"

Portanto,

3. Na figura a seguir o ponto I éntrmsfomadudprdamush;ﬁodzmuru,iswé, P'=P+u.
Ache os ponros A+u, M+ue R+u.

| = I

12




4. Considere, agora, no plano, dois pontos, Q e Q.

Ligmdoﬁcupoquaopoqu‘eindimdcmpcr?amordurmslaﬁuquelﬂsz
Q' obtem-se a figura seguinte:

Q

O vetor v & chamado diferenga dos pontos Q' e Q e pode-se escrever
=Q-Q

Assim, no plano, fica definida a diferenca dos pontos Q' e Q, que & o vetor v, isto &,
Q'-Q=v

Portanto,

Observagio: O vetor v=Q'- Q ¢, também, indicado por ?-ﬁ'

Resolva o5 exercicios da pdgina 15.
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EXERCICIOS

Exercicios para a ficha 1

1. Considere, na figura a seguir, a relagio que leva A em B, C em D, Eem F ¢ G em H. Verifique

sc esta relagio é uma translagio.

L

| H |

2. Considere, na figura a seguir, a relagio que leva Aem A, Bem B, Mem M eRemBR.
Verifique se esta relagio & uma translagio.

3. Observe a figura a seguir ¢ diga quais os segmentos orientados que definem um mesmo vetor.

14



4 A figura F' é obtida da figura F por uma translagio de vetor v. Represente este vetor.

- - Na figura 2 seguir, M' é o transformado de M pela translagio de vetor v. Diga se P' é o
- transformade de P pela mesma rranslagio.

|
M

)

para a ficha 2

Na figura a seguir, P' ¢ o transformado de P pela translaggo de vetor v; M’ & o transformado de
{ pela mesma translagio. Ache os transformados de A e B pela translacio de vetor v.

|

Pl v P'i=F+v

A M W =M [+
|

aseguir, A' & o transformado de A pela translagiio de vetor u; B' é o transformado de
mesma translagio. Ache os transformados de M e N pela translagio de veror u.

B
3

A=A HU

u

{ ]




3. Na figura a seguir, &' ¢ o transformado de A pela translacio de vetor v. Ache os pontos B+v

e Ctv.
Al _ e
gStanatusiasattandics

| gEsmms

A
I ) I

4, Na figura aseguir, P +u & o transformado de P pela translagiio de vetor o Ache ps transformados

de P pelas translagbes de vetores v, W e Z.

16



Ficha 3

I.COnﬁ&ﬁaﬁgmaFeovmrv,dadmamgzﬁ:,

Acheostrmsfo:madmdmpomm&,BeC,dgF,pdaumalaﬁudevﬂnrvangempantm
obtidos,

—-

i

C
alA ]
/

F\h{ v i
B

Vocé deve ter encontrado uma figura como a seguinte, onde F ¢ levada na figura F' cujos
pontos sio o5 transformados dos pontos correspondentes de F.

C v 3 I
ALA 1] AL T
F\, i = ff v 3
ia B B

A figura F', obrida de F pela translagio de veror v, € chamada transformada da figura .

anto, dada uma figura F qualquere uma translac3o de vetor v, F é levada por esta translagio
figura F' cujos pontes sio os transformados dos pontos correspondentes de F.

uma figura F, vocé pode verificar que se F & levada em F' por uma translagio de vetor v,
afigura F' ¢ levada em F por uma translagio cujo vetor tem o mesmo tamanbo, 2 mesma
& o sentido contririo ao do vetor v. Esse vetor ¢ indicado por -v.

C: -y £
AL ! ALA] /lF
! !
th I \'L I“ -V
B B'

L



Dbs:ﬂequemdaﬁgun‘ﬁémwnteasimﬂmpois
queizvncadapcntudeFunslmmﬂ.Eﬂammla;iﬂ
translagio de vetor mulo.

Exercicios

1°) Considere a figura F e o vetor t dados a seguir. Achea

weror T.

F & gbtida de F por uma translacio
& chamada translagio identidade ou

transformada de F pela translagiio de

T |

= *

e

|

l

|

29} Verifique se as figuras seguintes sio congruentes por translagio. Em

represente O Veror rranslagio.

caso afirmativo,

[

l

mamEEEEEE

<

ER!
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3°) Verifique se as figuras
o vetor translacdo.

T |

seguintes s3o congruentes por translacio. Em caso afirmativo, represente

Resolva os exercicios da pagina 20.
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EXERCICIOS

Exercicios para a ficha 3

| Ache a transformada da figura F pela translagio de vetor v.
[ e A = | |

v

F

RN R R B

5 Ache a transformada da figura F pela translacio de vetor w.

B ] T !

i
i [ | Iy

3. Na figura dada a seguir, o segmento AB & levado no segmento A'B' pela translagio de vetor .
Represente o vetor da translagio que leva o segmento A'B' no segmento AB.

fit) | | r [ i
2 1
A
;f
Jf =
B ___——'-","'-- B.
o]

B i J |

4, Verifique se as figuras seguintes sio congruentes por translagio.

[ | [ | | il e s
|

24



5. Verifique se as figuras seguintes sio congruentes por translacio.

]

R

6 Construa uma figura congruente & figura dada 2 Seguir.

I AR




Ficha 4

1. Considere um ponto P e os vetores u e v, figura a seguir.
Ache P', transformado de P pela translagio de vetor u, isto é, P'=P+u.

Ache, em seguida, o transformado de P' pela translagio de vetor v e indique por P" esse
transformado, ista &, P"=P'+v.

I l

kl.':
A\

N P

1

1 i

Diga se existe uma translagio que leve, diretamente, P em P*. i
Resposta '

|

Vocé deve ter encontrado uma translagio que leva, diretamente, P em P* Chame essatranslagio '
de translagio de vetor w. Indique o vetor w na figura acima. r

Vocé deve ter encontrado uma figura como a seguinte:

il | L’ _L-"FIM
GEEEL e Vi,
L L h
N P — PI=P kvi=P+w '
™ Wi

O vetor w & chamado soma dos vetores u e v e pode-se escrever

4 W =

Portanto,

Assim, fica definida entre vetores a operagio adi¢do.

212




1Napréxica.pmmhrovetorsumdmmmucv,dadmmima,podeﬂpmmdummosc

fez na figura a seguir.
T
} -
u N
=T N
| T e e
: b § ufFv=w

{
3. Dados os vetoresu, v, we t, figura a seguir, ache:
g u+w; blw+e v,
t W
u| |-
L=t w
. | l

Observagio: A soma v+v, de dois vetores iguais, pode ser indicada por 2v.

! 4.&movméﬁu,uaﬁchﬂ,ﬂuheamﬂaﬁodewrmluqmImumaﬁ

gura em si mesma.
O vetor nulo, que serd indicado por 0, goza da seguinte

Propriedade

. ; vetor u corresponde o vetor -u que tem o mesmo
tamanho, a mesma diregio e o sentido contrério a0 do vetoru. O vetor -u ¢ chamado simétrico
0u oposto de u e goza da seguinte




Fxercicios
19) Dé os simétricos dos vetores Ve W, figura a segmir:

= | | |
=a v [
_B" P
|

I { | 1]

iz

29) Dados os vetores u & v, figura a seguir, ache a soma u+ ()

| | 1]

|

Observagio: A soma de um vetor u com 0 Oposto de um vetor v chama-se diferenga dos

vetores u e v e 5e indica por u-v, isto £,

Resolva os exercicios da pagina 25.
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EXERCICIOS

Exercicios para a ficha 4

1. Drados os vetores u e v, ache:
a u+v
1 b} u+u

g) -u+ ()

L I | |

2. Considere afigura F e o5 vetores u e v dados a seguir, Ache a transformada de F pela translacio
de vetor u4v,

3. Considere a figura F e o vetor v dados a seguir. Ache a transformada de F pela translagio de

VELOr -V,

i




4. Dados os vetores v e w, ache:
ajv-w

bj-v-wr

[s

16



'Hamhﬁ'odemrv,opomo?élewdoﬂumponmP'ulqm
P'=P+v

Y P'l=F +v

Essa mesma translagio v leva P’ no ponto P"= P4y,
Como P'=P+v pode-se escrever

P'=Piviw
ou P*=P4+2v
|
Pl=F+[2v
%
P'l=F+y
P

Observe que o vetor 2v tem a mesma diregio e sentido do vetor v. O vetor 2v & chamado
produto do vetor v pelo nimero natural 2.

27



|
| i |

Ache, agora, na figura acima, 2v+v ou v+v+v. A soma v+ v+v € indicada por 3v. O vetor 3v
tem a mesma direcio e sentido do vetor v. O vetor 3v & chamado produto do vetor v pelo
niimero natural 3. Procedendo como se fez acima, pode-se achar os vetores 4v, 5v, év,...

Graficamente, tem-se

Iu,,:':
N

2 -

G
IR T o

Ohbserve que os vetores 4v, 5v, 6v,..., i€m a mesma direcdo e sentide do vetor v. Cada um desses
vetores 4v, 5v, 6v,..., ¢ chamada produto de v pelos nifmeras natwrzis 4, 5, 6,..., respectivamente.

MNestas condighes, fica definido o produto de um vetor por um nimero natural qualquer.

2. Vioed viu, nio item anterior, como se acha o produto de um vetor por um nimero narural qualquer.
Pode-se definir, também, o produto de swm vetar por sem niimero inteiro relativo.

Exemplos:

a) O vetor -v, simétrico de v, € o produto do vetor v por-1. Como vocé ji sabe, o vetor -v tem
a mesma direcio do vetor v e o sentido contririo ao de v.

t I }

|
| - ";.‘ -
T . 7

1\{‘.‘.
M,

z8



b) O vetor -5w é o produte de vetor w por -5.

I |

Observe que o vetor -5w tem a mesma diregio do vetor w e o sentido contririo ao de w.

3. Pode-se, ainda, definir o produto de wm vetor por um nitmero racional relativo.

Exemplos:
1 1
a) O veror i & o produto de v por

5
[T

T

[

1
Observe que o vetor 5 v tem 3 mesma direcio e sentido do vetor v.

b) O vetor -.iv Euprodmodevpor—%.

f
£ | 0

1B

3 . . .
Observe que o vetor — % v tem a mesma diregio do vetor v e o sentido contririo ao de v.

4. Como vocé viu, nos itens anteriores, pode-se definir o produto de um vetor por um nimero
natural, por um mimero inteiro relativo e por um niimero racional relative. Pode-se definir,

ainda, o produto de um vetor v por um niimero real t qualguer.
29



3o

O vetor tv, produto do vetor ¥ por um ntimero real t, tem a mesma diregio de v. Quanto ac
sentido do vetor tv, tem-se que:

se 12> 0, o vetor tv tem o mesmo sentido de v
se 1< 0, o vetor tv tem o sentido contririo ag de v

se t=0, o vetor tv & o vetor nule.

Observagbes: 1*) A operagio que permite achar o produto de um vetor por um niimero real
chama-se multiplicagdo escalar.

2%) Quande dois vetores tém 2 mesma diregio diz-se que eles slo paralelos. Em
particular, todo vetor € paralelo a si mesmo.

Resolva os exercicios da pigina 31.




EXERCICIOS

para a ficha 5

1 Dado o vetor u, figura a seguir, ache:
al Zu

b)-3u | 1

3
dyu

1
d}—EU

2 A seguir tem-se um friso que foi obtido a partir da figura F por um conjunto de translacfes, Di
©s vetores correspondentes a essas translacfes.

[=7] | ji }J ] '
J;ﬁ P4l 74 él (]
\ T 1\ e A A i
A 1: > A
v ‘

3. Ache as transformadas de F pelas translagdes de verores:
2l u
€) 3u

|
#. Construa o friso obtido da figura F pelas translages de vetores:

al v
i A ‘
b} 2v < ’( \
o) v /
d)-2v
: \/IF

L



Ficha 6

1. Considere, no plano, um ponto C, fixo, e a relagio que a cada ponto P do plano faz corresponder
um ponto P’ tal que o vetor CP' seja o oposto do vetor CP, isto &,

CP'-CP
| |
P
C
: P
| | 1 )

A relagio considerada, que leva P em P' tal que ﬁ‘.-ﬁ & chamada simetria central ou
simetria de centro C. O ponto P' é chamado simitvico de P em relagioa C.

Observe que essa mesma simetria leva o ponto P em P. Por isso, dizse que P & o simétrico de P'.
Observe, também, que essa simetria leva o ponta C nele proprie. O ponto C & o tinico ponto
[fixo dessa simetria.

A simetria central & uma transformagio geometrica.

2. Na figura a seguir, o ponto P' € o simétrico de P pela simetria de centro C. Ache os simétricos
dos pontos A, B e D pela mesma simetria de centro C.

1] | P
] I

3. Ache os simétricos dos pontos M, B, Q ¢ R, dados a seguir, pela simetria de centro C.

[

o)

32




l

Vocé deve ter encontrado uma figura como a seguinte, onde F ¢ levada na figura F' cujos
 pontos sio os simétricos dos pontos correspondentes de .

I
P N
[~d = =
MLATE [\ 1 s ol B2 M
P "I P ] 6 "l F'
- o ol
N P

A figura F', obtida de F pela simetria de centro C, é chamada simétvica da figura F.

Portanto, dada uma figura F qualquer e uma simetriz central, F ¢ levada, por esta simetria,
numa figura F' cujos pontos sio os simétricos dos pontos correspondentes de F.

Vock pode verificar que se uma figura F & levada em uma figura F' por uma simetria central,
entio a figura F' &, também, levada em F pela mesma simetria.

Defini¢io

Considere a figura a F, dada a seguir, e diga quais sio os simétricos dos pontos M, N, P, L, R,
S, T e U pela simetria de centro C.




Vack deve ter verificado que a figura simétrica de F & ela mesma. Nestas condicdes, diz-se que
F & uma figura simétrica de si mesma ou, simplesmente, que F ¢ uma figura simétrica.

Observagio: Quando uma figura é simétrica de si mesma por uma simetria de centro C, diz-se
que o ponto C é o centro de simetria dessa figura.

Resolva os exercicios da pagina 35.

34



EXERCICIOS

105 para a ficha 6

Na figura a seguir, ache os simétricos dos pontos P, M, N e Q pela simetria de centro C.
Q | |

M
= I
Ad:eusimémmdnseg;mmoimpeluimﬂdad:cmtmc.

| | ‘
B

fe=1
i
& Al 1] C

3. Achea figura simétrica da figura a seguir pela simetria de cenero C.
|

I

eguir, sio congruentes por uma simetria central, Indique o centro da

£ As figoras, dadas a s
simetria,

T

|

35




5. Dé o centro da simetria que leva a figara F na figura F'.

|

% a seguir sio congruentes por simetria central. Dé os simétricos dos pontos
AR CeD.

o) A

§. Assinale as figuras que tém centro de Simerria.

] |. |

Al

\[




duas
ﬁa'uns congruentes por simetri
¢ a.

i




Ficha 7

1. Considere um ponto P ¢ um vetor v, ndo mulo, fipura a seguir.

Represente, na figura acima, os seguintes pontos:
a) o transformade de P pela translagio de vetor v;
b) o transformade de P pela translacio de vetor 2v;
¢} o transformado de P pela translagio de vetor 3v;
d) o transformado de P pela translaciio de vetor -v;

4]
¢) o transformado de P pela translagio de vetor Fv

Vock deve ter encontrado uma figura como a seguinte:

P42y

Ohbserve que os pontos encontrados, P+v, P+2v, P+3v, P-v, P+ %v, foram obtidos soma

1 .
se a0 ponto P o vetor tv sendo t=1, t=2, t=3, =-1, b= respectivamente.

Se vooé pudesse construir todos os pontos P+tv, sendo t um namero real qualquer, v
obteria uma figura como a seguinte:

38



1P

fizura, que vock 4 conhece, & uma reta.

#m, dado um ponto P qualquer & um vetor v, nio nulo, pode-se obter uma reta somando-
ponto P os vetores tv sendo t um nimero real qualquer. Esta reta passa por P e tem a
do vetor v,

o,

: 1) Uma reta que passa por um ponte P e tem a direcio de um vetor v &
indicada por Pv.
24 A reta Pv diz-se paralelz a v,
3) Uma rera pode, também, ser indicada por uma letra mindscula.

sidere dois pontos distintos quaisquer P e Q. Esses pontos determinam um vetor nio
o PO,
Como vock viu, o ponto P ¢ o vetor PQ determinam uma reta. Asgim, pode-se, também,
afirmar que esta reta é determinada pelos pontos P e (2 e indicada por reta PQ.

| Q
1

1 I

Portanto,

3g



abirmacio conclui-se que:

Dado um ponto P & um vetor v, ndo nulo, para tragar a reta Pv que passa por P e tem a diregio
do vetor v, basta achar um outro ponto P +1v, sendo © um nimero real diferente de zero.

Exemplo: Dado o ponto M e o vetor u, figura a seguir, para tracar 2 reta Mu que passa pelo
ponte M etem adiregio do vetor v, basta achar um outre ponto, por exemplo, M+ 2u,

I
|
M

M-+ 2u

Exercicio
Ache, na figura 2 seguir, a reta Bw que passa por B e tem a direcio do veror w.

|

Resolva os exercicios da pigina 47,
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Observcquemmmue?ﬁnpﬂﬂelm,hlﬁtasmndipﬁes,tem«seasmglﬂm

Definigio

 Observagio: Como todo vetor é paralelo a si mesmo, pode-se afirmar que toda reta é paralele
& 5t rhesma.

- Considere, na figura a seguir, o vetor u, a reta Pue o ponto M. Trace uma reta paralela ao wesor
‘u passando por M.

=
Pu|
u " &
i P
PLA M
,J
reta Mu & paralela i reta Pu?

Resposta

que?

1




panlchim?upa’sehmémaumadim;ﬁuduwu.

ela a Pu, passando por M, coincide com Mu. Assim,
parﬂe]aahﬂesﬁﬁmuﬂipﬁﬁ.m—ﬁeasegﬁm

Vock deve ter concluido que a reta Mu

Pode-se afirmar que qualquer ourra reta paral
pelo ponto M s6 & possivel tragar s Hrlca tet

Conclusio

Esta importante conclusio & conhecida como Pastulado de Enclides.

3. Do Postulado de Euclides resulta a seguinte

Conseqiiéncia

quedmsmn&'apamfdaué'm,mpw,nmwfmm

Nestas condigdes, pode-se afirmar
e A5 Tetas $50 COMCOTTEnLES.

chamado ponte de intersecio. Neste caso, diz-se

Exemplo: As retas r ¢ s, dadas a seguir, 530 concorrentes.

Pode-se afirmar, ﬁnqumxdmmmﬁopamkﬁn,mdaquminmmuma,imempm

tantbéng, & outrd.

Exemplo: Na figura a seguir aretat intercepta as retas paralelas r e 5.
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a¢30: Quando uma reta r & paralela a uma reta s, pode-se escrever r//s e se 18 - "¢
paralelaa” 5.

Con 'rcumarmrqu:temadiu;iadomrueumpnmaﬂ, figura a seguir.
Ack atrmsformadaderpelasim.ﬂ:iad:mmﬂeindiqlmpors.

A
0

fil
!

Nestas condides, pode-se afirmar que:

Woct pode verificar, também, que:
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Por exemplo, pela translagio de veror v areta r & transformada na reta s paralelaa r.

EEEERS | EEE

44




T

O ponto P divide a reta em dois conjuntos de pontos:
0 conjunto formado por P e por todos os pontos gue seguem P, no sentido do vetor u;
o conjunto formado por P e por todos os pontos que precendem P, no sentido do vetor -u.

 Observe que o ponto P pertence aos dois conjuntos. Cada um destes conjuntos é chamado
semi-reta de origem P.

Portanto, qualquer ponto P de uma reta determina, nesta reta, duas semi-vetas opostas de origem
P. Estas semi-retas sio simétricas em relagio a P,

Uma semi-reta fica determinada quando é dada a sua origem e outro ponto qualquer. Por
exemplo, dados os pontos P e Q existe wma 56 semi-reta de origem P & qual Q pertence.

a

Se P éa origem de uma semi-reta e Q é outro ponte qualquer desta semi-reta ela & indicada por
semi-reta PO,

Considere, na figura a seguir, a semi-reta AB de origem A e a semi-reta BA de origem B. A
intersegio destas semi-retas ¢ uma figura chamada segmento AB.

A B
Os pontos A ¢ B sio chamados extremos do segmento AB e os pontos compreendidos entre A
e B sdo chamados pontos interiores. O segmento de extremos A e B ¢ indicado por AB.
Observagbes: 1*) Quando duas semi-retas estio contidas em retas paralelas diz-se que estas
semi-retas sio paralelgs.
2%) Quando dois segmentos estio contidos em retas paralelas diz-se que estes
segmentos sio pavalelos.



3. Coma vock 1 viu, quando uma figura é obrida de outra por translagio ou por simetria central,
estas figuras sio congruentes. Em particular, dois segmentos obtidos um do outro por translagio
ou por simetria central sio congruentes. Meste caso, 05 SCEMeNtos tm a mesmia madida; por
iss0, diz-se que eles sio iguais.

4. Vact j viu, também, que quando uma reta & obtida de outra por translagio ou por simetria
central estas retas sio paralelas. Em particular, dois segmentos obtides um do outro por
translacio ou por simetria central sio paralelos.

Resolva os exercicios da pagina 48.
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EXERCICIOS

a reta que passa por P e tem a diregiio do vetor u
a reta que passa por ) e tem a direciio do vetor v

S
|

Dado o ponto P & as vetores u e v, figura a seguir, trace as retas Pu e Pv,

. Ache, na figura a seguin:
) a reta r que passa por M e & paralela ao vetor v
B) a rera s que passa por N e & paralela ao vetor v




4. Ache a transformada da reta AB, dada a seguir, pela translagio de vetor u.
N E I r

- T =
-

Lot
C

\=
\

11 l | |

Exercicios para a ficha 9

1. Considere a reta r e os pontos A, B ¢ P, dados a seguir:
A P B

Verifique se sio verdadeiras ou falsas as afirmagfies seguintes:
a) A intersecio das semi-retas PB e PA, de mesma origem P, & o ponta P.
b} A unio das semi-reas PB e PA, de mesma origem P, éaretar.
¢) A intersegio da semi-reta AR com a semi-reta PB éa semi-reta PB.
d) A unido da semi-reta AB com a semireta PBéaretar.

&) A semi-rera PB estd conrida na semireta AB.

2, Considere a reta r e os pontos M, N, P e Q, dados a seguir.

M M P a r

Complete as afirmagéies seguintes, de modo que se tornem verdadeiras:
a) A intersegio da semi-reta NP com a semi-reta PM é...

b) A intersegio da semi-reta NP com o segmento M ..,
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.fligﬂ.&cximumamhginq‘uel_ﬂ'\'e AB em CD. Em caso afirmativo,

indique o vetor
- translagiio.

Digas:axis:cuma.ﬁmmriammraiquelwe AB em-C_D.EmmuIﬁrmatim,lﬂdiqu:u
- centro de simetria.
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Ficha 10

1. Considere, no plano, uma reta r ¢ os pontos P e Q, figura a seguir.
P

a
A reta r divide o plano em dois conjuntos de pontos. Estes comjuntos estio hachurados na
figura a seguir.

V)77 2
N ,

3

Observe que o pento P pertence 2 um dos conjuntos, o ponto ) pertence a0 ouLIo € a reta
r estd contida nos dois conjuntos. Cada um destes conjuntos & chamade semiplano de origem r.

Observagio: Dois semiplanos de mesma origem dizem-se apostos.

2. Considere a reta r & os pontos M, N, S e T, figura a seguir.

a) Diga se os pontos M e N pertencem 2 um mesmo semiplano de origem r.
Resposta
Ligue os pontos M e N e diga se o segmento MN estd contide num mesmo semiplano de
Origem r.
Resposta




8ido nesse semiplano.

pontos S ¢ T ndo pertencem a um mesmo semiplano de origem r e o segmento ST nio estd
€0 num mesmo semiplano de origem r.

se viu acima, conclui-se que:

Se dois pontos P e Q pertencem a semiplanos opostos, de origem r, entio o segmento PO
fem um ponto em r.

"

A

Crac mﬁguman:ima,armquepmporf’etemadireﬁodnmrt; indique essa reta porr.
nce,naﬁguraascima,am:aqm:pasmpnrQetﬂnadirepindet;iudiquacssamapms,

5:1



Verifique se & verdadeira ou falsa cada uma das afirmagBes seguintes:

a)Aretar determina dois semiplanos.

b) A rera s estd contida nos dois semiplanos de origem s.

c) A reta s estd contida em um dos semiplanos de origem 1.

d) Os pontos C ¢ Q pertencem a um mesmo semiplano de origem I.
¢) Os pontos A e Q estio em semiplanos opostos de origem s.

£ O segmento AP estd contido num dos semiplanos de origem r.

g) Os pontes B e C pertencem a um mesmo semiplanc de origem 5.
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11

idere duas retas distintas r e 5,

ndo paralelus, e seja P o ponto de intersecio dessas retas.
dere, ainda, um ponto A de r e um ponto B de .

A

a figura acima, hachure:
a) o semiplano de origem r que contém a semi-reta PB;
b} o semiplano de origem s que contém a semi-rera PA.

facé deve ter encontrado uma figura como a seguinte:

g Tar
+ R e
/ T I R e

e
: o
R e g

L parte duplamente hachurada ¢ a interseio dos semiplanos considerados. Esta intersegio &
ma figura chamada dnguln.

ﬁg-unaci.ma.,assem.i-retasPAcFE,demtsmaorigemP,ﬁochamadas!xdwdninglﬂoen
OnTO Péﬂ'ﬁ’éﬂxﬂdﬂ il‘.l.ﬁ,‘l’.llﬁ.

Js pontos do dngulo que ndo pertencem aos lados chamam-se pontos interiores,
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que sc 18

Um ingulo de vertice P e lados PA e PB pode ser indicado por APB ou BPA, 0
ser indicado por P.
o seU INLerior.

"ingulo APB ou dngulo BPA". Este ingulo pode, também,

Um ingulo pode, ainda, ser indicado por uma letra mintscula colocada n

Observagio: Duas semi-retas quaisquer de mesma origem, que nio estejam NUMa Mesma reid,
determinam urm ingulo. Por exemplo, as semi-retas PA e PB, dadas a seguir,

determinar um ingulo de vértice P e lados PA e PB.

F

Exercicio

Considere duas retas concorrentes, T & 5, £ 08 pontos A e B, figura a seguir:

1) Hachure:
a) A interseio do semiplano de origem T, 0 qual o ponto A pertence,
origem s, 30 qual o pento A, também, pertence.
dos semiplanos de origens r € 5 205 quais o ponto B pertence.

com o semiplano de

b) A intersecio
1) Considere a figura que vock ohteve ¢ complete:

a) Cada parte hachurada & chamada...

b) As retas concorrentes r £ 5 determinam quatro..
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e duas retas distintas AB e CD que se interceptam num O. Como vock ji sabe,
s determinam quatro dngulos, AOD, DOB, BOC e COA, de mesmo vértice O.

e que os dngulos AOD e DOB tém um lado comum, OD, e os lados nio comuns, OA
t30) l-retas opostas. MNeste caso, diz-se que AOD e DOB sio dngulos suplementares,

Il

os lados OA e OB bem como OC ¢ OD sio semi-reras opostas. Meste caso, diz-
e DOB sio dngulos opostos pelo vértice,



Ohbserve a figura acima e indique 0s ingulos opostos pelo vértice.
Resposta

3. Considere dois dngulos opostos pelo virrice, AOB e COD

Diga qual € o simétrico do ingulo AOB pela simetria de centro O.
Bespesta

Vocé deve ter concluido que COD é o simétrico de AOB pela simetria de centro O, Logo, os
ingulos opestos pelo vértice AOB ¢ COD sio congruentes.

Portanto,

Observe que estes dngulos tém o mesmo vértice, P, ¢ que o lado PC & lado comum 208 dois
4ngulos. Observe, também, que os lados PA e PB estio situados em semiplanos opostos em
relagio & reta PC. Nestas condigBes, diz-se que AP C e CP B sio dngulos adjacentes.

5. Considere os ingulos MPA, APB e BPIV.

N
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Db&enmqueminpdmtémommnové:ﬁce?.
Diﬂguluh‘[?ﬁéadjmntemﬁnguloﬁPBeuiﬂgdoﬂPEéadjmcmeaﬂingulDBPN.

Nestas condigdes, diz-se que MPA, AP e B P N sio dngulos comsecutivas.

6. Como vocé ji viu, o dngulo foi definide como intersecio de dois semiplanos cujas erigens sio
duas retas ndo paralelas. Pode-se, também, considerar o caso em que os dois lados do dngulo
coincidem. Neste caso, diz-se que o dngulo é um dngulo nwlo. Por exemplo, o dngulo AOR,
figura a seguir, & nulo.

A B

Pode-se, ainda, considerar o caso em que os lados do dngulo sio semi-retas opostas. Meste caso,
diz-se que o dngulo é um dnpulo raso. Por exemplo, o ingulo AOB, figura 2 Seguir, £ raso,

/f//{/////////a///l/////g//u

Resolva os exercicios da pagina 61,
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Ficha 13

1. Considere duas retas distintas r € 5 € UMa refa [ que corte 33 FELas I € 5. A retat forma com as

retas e 5 oito Angulos: iqnb,&fi,i',ﬁ‘, ced.

A reta ©é chamada transversal

a,b,e'e Er sio chamados dngrlos externas

E,u.:l e bt sio chamados de dngulos internos

dc d bem como b o sio chamados dngulos alternos externos

Zeb' bem como d ed sio chamadas dngrelos alternos intermos

ie& bemcomo be d 30 chamados dngules externos do mesmo lado
& o4 ben como d e b sio chamados dngulos internos do mesmo fada

4¢3 bemcomo beb', e, ded siochamades dngulos correspondentes

>

i

>

I~

_ Considere, agora, duas retas paralelas distintas re s e uma transversal T, que Corte as rEASr e s
nos pontes P e Q, respectivamente.

r aF‘/

c/ld

3¢ os ingulos correspondentes.
Resposta

Considere os ingulos correspondentes b e b'. Observe que os ingulos b e b' sio congruentes
porque o dngulo b pode ser obtido do dngulo b’ pela translagio de vetor QP.
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Diga se os ingulos correspondentes a e a' sio congruentes.

Resposta
Por que?

Resposta
Dhga se os dngulos correspondentes c e ¢ 30 congruentes,

Resposta
Por que?

Resposta
Diga se os dngulos correspondentes d e d' sio congruentes.

Resposta
Por que?

Resposta

Vocé deve ter concluido que os dngulos correspondentes 4 e a' sio congruentes pois o dngulo
a & obride do dngulo @’ pela translagio de vetor QP. Voct deve ter concluido, também, que os
ingulos correspondentesc e ¢’, bem comod e d', sio congruentes, pela translacio de vetor QP.

Commingﬂmmrrﬂspondembeb'ﬁqumbém.mummﬁ,podmeaﬁmuqu:

' Dé os dngulos alternos internos.
Respaosta

o



Considere os dngulos alternos internos d e a’,
Observe que os Angulos d e 2’ 530 congruentes porque o 4ngulo 2’ pode ser obtide do dngule
d pela simetria de centro M.
Diga se o5 dngulos alternos internos ¢ e b’ sio congruentes.

Resposta
Por que?

Resposta
Voot deve ter concluido que os dngulos alternos internos c e b' siio congruentes pela simetria

de centro M. Como os dngulos alternos internos d e a' sio, também, congruentes, pode-se
aﬁ.‘ﬂIlﬂI q'l.l.t!

Pode-se, tambeém, afirmar que:

4. Volte a considerar a figura acima ¢ complete:
Os ingulos alternos externos a e d' sio congruentes porque...
Os dngulos alternos externos b e ¢ s8o congruentes porque...
Pode-se afirmar que:

Pode-se, também, afirmar que:

Resolva os exercicios da pagina 62.
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EXERCICIOS

Exercicios para a ficha 12

1.Dadm:::S.ngulom.Egumauguir,mnmmumingu]undemﬂduquemenstjamingulm

suplementares.
«(

2. Observe a figura seguinte e dé os dngulos opostos pelo vértice.

eld
alh

3. Observe a figura a seguir e complete:
a) Os dngulos a e ... sio opostos pelo vértice.
b) Os dngules d e ... sio suplementares.

:5.Dm:]:.|oinmﬂaa,ﬁgumaseguir,mmmumingﬂubdemﬂdoqueac b sejam dngulos
adjacentes,
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6. Considere a figura a seguir ¢ complete:

a) Os dngulos a & ... 530 adjacentes.

b} Os ingulos a,... e ... sdo CONSECUtIvOS

) Os ingulos a, b,... e ... 5d0 ConsECulivos.

Observe a figura que vocé construiu e complete:

a) AOB e BOC sio dngulos...
b) DOC ¢ COB sio ingulos...

JAOB, BOC, COD sio dngulos..

Exercicios para a ficha 13

1, As retas paralelas r ¢ s, dadas a seguir, sio cortadas

A

Os

. Considere os pontos O, A, B, Ce [, dados a seguir, e trace as semi-

B

retas OA, OB, OC e OD.

D

pela transversal ©.

lﬂdiquE:
a) Os ingulos correspondentes.

b) Os ingulos alrernos internos.

¢} Os dngulos alternos externos.
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Complete:

d) Os éngulos a e m sdo congruentes porque sio dngulos...
e} Os dngulos c e m sio congruentes porque sio dngulos...
f) Os dngulos b ¢ q sio congruentes porque sio ingulos...

2. Sejam m e n duas retas paralelas cortadas por uma transversal ©.

Diga, justificando, se sio verdadeiras as afirmagées seguintes:
a) Existe uma simetria central que transforma a figura acima em si mesma.

b} Existe uma translacio de vetor nio nule que transforma a figura acima em si mesma.
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Ficha 14

1. Considere um ponto C, fixe, do plano, o niimero real 3 e a relagio que a um ponto P do plano
faz corresponder um ponto P' tal que o vetor CP' seja igual a0 vetor 3CP, isto &,

i s
CP'=3CP
F

P

cl |

A relacio considerada que leva P em P' tal que
CP'=3CP
& chamada homotetia de centro C ¢ razio 3. O ponto P' é chamado homatético de P.

Observe que os pontos C, P e P' estido numa mesma reta, isto &, estdo alinhados, Observe, também,
que os poritos P ¢ P' estdo numa mesma semi-reta de origem C.

Observe, ainda, que para os segmentos CP' e CP tem-se

donde se conclui que a razio entre os segmentos CP' e CP € 3.

2. Considere, novamente, um ponto C, fixo, do plano, o némero real 1/2 e a relagio que a um
ponto P do plano faz corresponder um ponto P' tal que o vetor CP' seja igual a um meio do
vetor CP, isto &,

—_— ] =
GP-ZC—P
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Indique, na figura a seguir, o vetor CP ¢ ache o pento P'.

|

Vacé deve ter encontrado uma figura como a seguinte:

'I T

A relacio considerada, que leva P em P ral que

CP'=-CP
2

& chamada homnotetia de centro C e vazio 1/2. O ponto P' & chamado bomorético de P,

Dbmequfﬂspmsc,PEP'Bm"oathﬂdosequ:PeP' ESEAD THIna mesma sent-reta de
origem C.

Observe, também, que para os segmentos CP' & CP temese

donde se conclui que a raziio entre os segmentos CP' e CP

b |

é
Considers, agora, um ponto C, fixo, do plane, o ndmero real

-} e arelagio que a um ponto P
do plano faz corresponder um ponto P* tal que

CP'=3CP

&5



Indique, na figura a seguir, o vetor CP ¢ ache o poato B
EEEE Pl |

C

| I |

Voet deve ter encontrade uma figura como a seguinte:

Pl | 2EE

I| P L
= | | =

A relagio considerada, que leva P em P' tal que

TP =-3CP

¢ chamada bomotétia de centro C e razdo -3. O ponto P' & chamado homotético de P.
Ohbserve que os poritas C,P ¢ P! estdo alinhadas e que P e P estdp emn seni-retas opostas de ovigem C.

Obscrve, também, que para os segmentos CP' e CP tem-se

CP'=3CP
¢£=3
cP

donde se conchui que a razio entre os segmentos CF' e CP 3. Observe que 3 & o valor absolute
da razio de homotetia, -3.

&
4, Considere, agora, um ponto C, fixo, do plano, o namero real =7 ea relagio que a um ponto

P do plano faz corresponder um ponto P' tal que

—

cP

— 1
CP=--
4

LR




|

pr
1
Essamhgﬁué,mmbém,mmﬁmﬂﬂmﬁademm(:‘em&a-I.DpumaP'éabwmnEﬁc;adeP.

Observe que os pontos . P e P
origem C. Observe, ainda, que a

mﬂagfht&sdmequePeP'mEammiwmopamde
razio entre os sepmentos CP' e CP ¢ 1/4, isto &,

&7




Ficha 15

1. Como vocé viu, na ficha anterior, foram consideradas as seguintes relagfes:
hnmumiadeueuunﬂeraﬁu?r,mitml.
homotetia de centro C e razio 1/2, no item 2.

homotetia de centro C e razio -3, no wem 3.

: 1
homeoteria de centro C e razio — e item 4.

Observe que nestes exemplos foram consideradas homotetias cujas razdes sio nlimeros racionais.
Podem ser consideradas, também, homeotetias cujas razdes sio nimeros irracionais.

Definica

Utma homotetia de centro C e razio k=0 & uma trangformagio geométrica.

Observacdes: 19 Se k>0, os pontos P ¢ P estio numa mesma serni-reta de origem C.
2‘}Sckiﬂ,uspnmnsPcP’eﬁucmsami-rﬁasnpostasdnar@muC.

%) Se k=-1, 2 homotetia & uma simetria de centro C pois CP'=-CP
“__________‘______.--a-F’
P C

49Sek=1,z homotetiaéa translacio identidade pois CP=CPe, porante,
=P,

i
.--_"""'--h.P=P.

LR




5% Se P’ & o homotético de um ponto P pela homotetia de centro C e razio k, entio %;-=|k|

2. Na figura a seguir, o ponto A’ é o homotético do ponto A pela homotetia de centro C e razio
Z; o ponto B' é o homotético de B pela mesma homoretia,

Ache os hometéticos dos pontos D e E pela homotetia de centro C ¢ razio 2.

| EENNNREEERREEE

L}

[ ]

3. Considere uma figura F ¢ um ponto C, dados a seguir, e ache os homotéticos dos ponras M, N
e P pela homotetia de centro C e razio 3. Ligue os pontos obtidos.

] |

G
S M [ |

Voce deve ter encontrado uma fgura como a seguinte, onde F & levada na figura F' cujos
pontos sio os homotéticos dos pontos correspondentes de F.

N:;E ] m
= .
s F
N [P b
Fla"
.-F‘n.""
Eleas
M Ml | | !
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A figura F' obtida de F pela homotetia de centro C e razdo 3 & chamada bomotétics da figura F.

Portante, dada uma figura F qualquer e uma homotetia de centro C e razio k=0,F &
levada, por esta homotetia, numa figura F' cujos pontos sio os homotéticos dos pontos
correspondentes de F.

Resolva os exercicios da pagina 71.
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EXERCICIOS

Exercicios para a ficha 15

: : |
L. Ache os homotéticos dos pontos M, N e P pela homotetia de centro C e razio —.

3
| 1 [ ] [
€ M

N

,fl-l | P
(11 | ]

2. Ache os homotéticos dos pontos Q e R pela homotetia de centro C e raziio -2,
|
: .

|

| [

3. Constrin a figura homotética da figura dada a seguir, pela homotetia de centro C o razio -2,

[T ] BB ]

c

|

l I

. ; : 1

-+ Construa a figura homotérica da figura dada 2 seguir, pela homotetia de centro C e razio 3-
|

i1
"

i



5. Construa a figura homotética da figura a seguir pela homeotetia de centro C e razio 2.
t ) ' o

C
! L 1 x_\
nlé’ B |
. 1 P P
T o =
A
|

i 3 I |

6. A figura F' é a transformada da figura F por uma hometetia. D& o centro e a razio dessa
homoretia.

IR | | | | '
| El]

1 |I |¢ l |{'.|:

7. & figura F' & a transformada da figura F por uma homotetia. Dé o centro e a razdo dessa
homotetia.

Fl | | | | i G

8. Dados os segmentos paralelos AB ¢ CD, figura a seguir, verifique se existe uma homoretia que
leve AB em CD) . Em caso afirmativo indique o centro dessa homotetia.

C
\D
Ah___""‘-—a

7



Ficha 16

1. Considere um dngulo BAC e a reta BC, figura a seguir.

C

Hachure, na figura acima, o semiplano de origem BC a0 qual o ponto A pertence.
Voct deve ter encontrado uma figura como a seguinte:

A parte duplamente hachurada ¢ a intersegio do dngulo BAC com o semiplano considerado.
Esta interseio é uma figura chamada tridngulo.

Os pontos A, B e C chamam-se vértices do tridngulo ABC,

Os segmentos AB, BC e AC chamam-se lados do tridngulo.

Os dngulos de vértices A, B e C chamam-se dngulos do tridngulo.

Os pontos que pertencem ao tridngulo e ndo pertencem aos lados chamam-se pontos interiores

do tridngule.
Observagio: Os dngulos de nénkmﬂ,BtCﬁqmmbém,chamﬂméngnhinmdo tridngulo.
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2. Considere um triingulo ABC, figura a seguir, ¢ construa o hometético deste tridngulo pela
homotetia de centro C e razio 3.

II! [ I |

= i |

Vock deve ter encontrado uma figura como a seguinte;

[ E [ Tel'|
i £
" L]
P N
= i
i =T
Al
= 11 | I

Como o tridngulo A'B'C é o homotético do tridngulo ABC, tem-se
L
CA'=3CA CA

— e CB'
p— —=
CE' = 3CB ou o

Observando a figura que vocé construiu, pode-se provar que

AB=3AB
O que MOostra que

B/ /AB
£, Portanto,

A'B//AB
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Além disso, tem-se que

=i
_ﬁ'B'-}ﬁBm —_=3
AB

Doqu:seviuacima,tem—sequeahommedad;tmﬂemﬁoﬁ leva o tridngulo ABC no
tridngulo A'B'C tal que

Ap//i5 .CA _CB _A'F
.B. JD.LB -m_—z:.:-n-:._—-j
ABSS & 5

donde se conclui a seguinte

Propriedade

bservagio: As igualdades acima mostram
proporcionais.

que dois tridngulos homotéticos tém os lados

]



Ficha 17

1. Considere um triingulo ABC, figura a seguir, onde M & o ponte médio do lado ACeNo

pomto médio do lado BC.
C
M N
A
B
Observe que
o-1ek
2
— |
e CN=-—CB
2

o que mostra que M éo bomotético de A e N & o homotético de B pela homoretia de centro C
« razio 1/2. Portanto, os triangulos ABC « MINC sio homotéticos ¢, pela propriedade da ficha
anterior, pode-se csCrever

MIN//AB e MN=— AB,

donde se conclui a seguinte

2. Considere um trifngulo ABC e uma reta DE, paralela a0 lado AB, que intercepta os outros dois lados.

Pl



Considere a homotetia de centro C que leva o ponto A no ponto D. Esta homatetia leva areta
AB numa reta r, paralelaa AB, passando pelo pento D.

Pelo postulado de Euclides a reta r coincide com a reta DE que é paralela ao lado AB,

Nestas condiges, o ponto E ¢ 0 homotético do ponto B pela homotetia considerada. Portanto,
o tridingulo CDE é o homotético do tridngulo CAB, donde se conclui a seguinte

Propriedade 2

Observagio: A propriedade 2 ¢, também, vilida quando a paralela a um dos lados de um
tridngulo intercepta os prolongamentos dos outras dois fados.

3. Considere um tridngulo ABC e uma reta DE, paralela ao lado AB, que intercepta os outros
dois lados.
c

A

Observe que, pela propriedade 2, o tridngulo CDE ¢ hemotético do tridngulo CAB. Assim,
pela propriedade da ficha anterior, tem-se

b _CE
CA CB

ou —EE
CD

Aplicando a esta dlrima igualdade, propriedade das proporedes, complete:

i



78

Voci deve ter concluido que

o
CE

gl

o que mostra que a reta DE determina sobre os lados AC ¢ BC segmentos proporcionais.
Portanto, tem-se a seguinte

Propriedade 3

Observacio: A propriedade 3 &, também, vilida quando a paralela a um dos lados de um
tridngulo intercepta os prolongamentos dos outros dois lados.

Fesalva as exercicios da pigina 79.




EXERCICIOS

Exercicios para as fichas 16 & 17

1. Diga quantos tridngulos contém a figura seguinte:
A

c

2. Considere dois tridngulos homotéticos CAB e CA'B' tais que A'B'=4AF. DE a razio de
hometetia e complete:

AB CB_CA'_
AB CE CA

3. Os lados de um tridngulo ABC medem 8m, 10m e 12m. Ache as medidas dos lados de um
tridngulo AB'C', homotérico ao triangulo ABC, sabendo que a razio de homotetia e 1/2.

4. Naﬂgumaseg-l.nir,l"eriﬂosponhxmédimdmladmﬁCeBCdntriﬁngﬂcﬁBCc AB =8m.

Complete: 1_7’@ - c

P a

A B

5. Na figura 2 seguir MN é uma reta paralela a0 lado AB do tridngulo ABC, P é o ponto médio de
z‘:I\_{eMé&ponmmEdiode FC.

Complete: c
2) CA=CM m/\m
b) C_ -_C__B— AB _ P,
CM CN MN
= A B

]




6. Na figura seguinte, PQ é uma reta paralelazo lado AB dotridngulo ABC; BC =5me BQ =2m.

D¢ o valor de C,_A
CP

80



Ficha 18

1. Considere trés reras paralelas cortadas por duas transversais, AC e DE.

e

o/ I

£l
/

Considere, na transversal AC, o5 segmentos AB e AC,

O segmento correspandente a AB, na transversal DF, é DE. Diga qual & o segmento
correspondente a AC, na transversal DE.

Resposta
Considere, agora, a translacio de vetor DA,

Ache, na figura acima,nsrmnsfo:madosdnspuntos D, E e F poresta translagio e ligue estes
transformados.

Vocé deve ter encontrado uma figura como a seguinte:

|
|
| F
|
|
|

Observe que no tridngulo ACF' 4 reta BE' & paralela ac lado CF'. Aplicando a propriedade 3
da ficha 17 ac tridngulo ACF', complete:

AR

]

AC AF

g1




Dbumquﬁpelamslaﬁndevmrim,mu

:ﬁ =D_E- & IF-I -I_)F-'r
donde
AB _DE
AC DF
0 que mOSLra que a razio entre os segmentos AB ¢ AC, determinados na transversal AC, ¢
igual & raziio dos segmentos correspondentes, DE e DF, determinados na transversal DE.

Promd:ndnnornosefazaclma,pcde-ﬁemomntamhém,que

KB _DE AC_DF
BC EF BC EF

portanto, tem-se a propriedade seguinte conhecida como

Teorema de Tales

Exercicios
19) Na figura a seguir, as retas r, s £ 1 si0 paralelas e AB =6cm, BC =5cm, DE =7.5cm. Diga
quanto mede EF.
A \D i3
B \E s
& \F t
Besposta

.4




2¢) Na figura aseguiras retasr, set sio paralelas; %——-;— e MN =9%m. Diga quanto mede NP

al r

]
o/ e

Resposta

Resolva os exercicios da pagina 93,
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Ficha 19

1. Considere duas retas paralelas distintas re 5.

/—-
,_,4/’—’_? |

Ma figura acima, hachure:

a) o semiplano de origem r que conUAm a reta 5

b) o semiplano de origem s que CONEEM 2 Fefar.
Yook deve ter encontrado uma figura como a seguinte:

A parte duplamente hachurada & a intersegio dos semiplanos considerados. Esta interse¢io £
uma figura chamada faixa.

As retas r e 5 sio chamadas Lados da faixa.
Os pontos da faixa que nio pertencem aos lados chamam-se pontos interiores.

2. Na figura a segoir P e Q sio pontos dos lados de uma faixa e M é o ponto médio do segmento PQ.

J‘LrﬂaquepasnporMeépﬂdamladmdafnﬁmchmm&afsim.
P
M/ gixo
a

24



Se um segmento tem os seus extremos nos dois lados de uma faixa, pode-se afirmar que o
| ponto médio deste segmento pertence ao eixo da faixa,

Vot pode verificar que o ponto M, ponto médio do segmento PQ, é centro de simetria da fajxa.
Das afirmagdes acima, conclui-se que:

3_Considereumz&bmdehdnsresemjatumarmqufmrtarcs.

.
/ s

A reta t divide a faixa em duas partes. Cada uma destas
semifaixas estio hachuradas na figura a seguir.

partes & chamada semifaira. As duas

|
4. Considere uma faixa de lados r e 5 ¢ outra faixa de lados p e qndo paralelos a r e 5; sejam A, B,
} C e D as interseces dos lados de uma faixa com os lados dz outra,

Hachure, na figura acima, a intersegio das duas faixas. Vaet deve ¢

er encontrado uma figura
COMO 4 seguinte:

g5



A B

Os pontos A, B, C e I sio chamados vérrices do paralelogramo ABCD.
Os ingulos de vértices A, B, C e D sio os dngules do paralelogramo.
Os segmentos AB, BC, CD e DA sio chamados ledos do paralelogramo.

Os 4ngules A e C siio chamados dngalos opostos. Os dngulos B e D sio, também, dngulos
opostos.

Os veértices dos dngulos opostos sio chamados vértices apestos.
Os lados paralelos AR e DC, assim como AD ¢ BC sio chamados lados gpostos.

Deois lados ndo opostos de um paralelogramo tém um vértice comum e, por isso, sio chamados
lados comsecunivos,

Os scgmentos AC e BD, cujos extremos sio vértices opostos, sio chamados diagonais do
paralelograme.

Os pontos do paralelogramo que ndo pertencem aos lados sio chamados pontos interiores.

Resclva os exercicios da pagina 93,




Ficha 20

1. Considere um paralelogramo ABCD, figura a seguir:
D ; c
A B
Observe que o paralelogramo ABCD & a intersecio da faixa de lados AB e DC com a faixa de
lados AD e BC. Sejam r e 5 0s eixos das fajxas consideradas e seja M a intersecio desses eixos.

Como o ponto M pertence aos eixos das duas faixas consideradas, M é centro de simetria dessas
faixas. Nestas condigBes, M & o ponto médio dos segmentos AC e DB que sdo as diagonais do

paralelogramo ABCD, 5

A B

£

Portante, tem-se a seguinte

Propriedade 1

diagonais AC e BD.
- Diga qual ¢ o transformado do lado AB pela simerria de centro M.
Resposta

87



Diga qual é o transformado do Jado DC pela simetria de centro M.
Resposta

D2 as transformados dos lados AD e BC pela simetria de centro M.
Resposta

Voct deve ter concluido que os lados AB e DC sdo simétricos em relagio ao ponto M. O
mesmo acontece com o5 lados AD e BC. Portanto, o paralelogramo ABCD se transforma em
si mesmo pela simetria de centro M.

Portanto, tem-se a seguinte

Propriedade 2

Observagio: O ponto de intersegio das diagonais do paralelogramo & chamado centro do
paralelogramo.

3. Considere um paralelogramo ABCD, de centro O, figura a seguir.

D c
i 0 /
A B
Diga se os lados opostos, AB e DC, do paralelogramo ABCD sdo congruentes.
Resposta
Por que?
Resposta

Vocs deve ter concluido que os lados opostos AB e DC sio congruentes porque sio simetricos
em relagio ac ponto O.

Voct pode concluir, também, que o3 lados opostos, AD e BC, do paralelogramo ABCD sio
COnNgruentes.

Portanto, tem-se a seguinte

Propriedade 3

BE




4. Considere, novamente, o paralelogramo ABCD de centro O, figura acima, esejam ABC e
CD A dois dngulos opostos desse paralelogramo.
D¢ o transformads do ingulo ABC pela simetria de centro Q,
Resposta
‘Voc&dzvete:veriﬁwdoqueamusfonmdo:L;inguloABCpelasimuﬁadccentmDéo
angulo CDA. Portanto, o5 dngulos opostos ABC e CDA sio congruentes,

Voce pode verificar, também, que os dngulos opostos, BCD e DAB, do paralelogramo ABCD
sio congruentes,
Portanto, tem-se a seguinte

Propriedade 4

Resolva os exercicios da pagina 94,
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Ficha 21

1. Considere uma semifaixa cujos lades paralelos sio as semi-retas AT e DU

W/ﬁ%

Considere, ainda, uma reta BC ndo paralela ao lado AD e que intercepta os lados paralelos AT
& DU nos pontos B e C, respectivamente.

A

Hachure, na figura acima, a intersecio da semifaixa considerada com © semiplano de origem
BC que contém lado AD. Vot deve ter encontrado uma figura como 2 seguinte:

A parte duplamente hachurada & 2 intersecio da semifaixa considerada com o semiplano de
origem BC, que contém o lado AD. Esta intersegio & uma figura chamada trapézio.

Os segmentos AB, BC, CD ¢ DA sio chamados lados do trapezio.

Os lados paralelos AB e DC sio chamados bases do trapézio.

Os pontos A, B, C e D dizemsse vértices do trapézio.

Os ingulos de vértices A, B, C ¢ D sdo os dngulos do trapézio.

Os segmenitos AC ¢ BD, cujos extremas <o vértices opostas, sio chamados diagonais do trapezio.

Os pontos do trapézio que niio pertencem acs lados sio chamados portos interiores.
90



2. Considere um trapézio ABCD e o segmento MN cujos extremos sio os pontos medios dos
lados nio paralelos AD e BC, figura a seguir.

D c

contém MM
D c
M N
=T B

Diga se oz pontos M e N pertencem ao eixo dessa faixa,

Resposta
Por que?

Resposta

pontos médios dos segmentos AD e BC, cujos extremos pertencem aos lados da faixa, Assim,
MN é paralelo as bases do trapézio ABCD.

3. Volte a considerar a figura acima, trace a diagonal DB e chame P 2 intersecio dessa diagonal
com o eixo MIN,

Voce deve ter encontrads uma figura como 2 seguinte
D C

M P N

A E

Observe que o ponto P é o ponto médio da diagonal DB e que 2 diagonal DB divide o trapézio
ABCD em dois tridngulos ABD e BCD.
Aplicando 3 esses tridngulos a propriedade 1 da ficha 17, complete:

MP =-. AR

Somando membro a membro as igualdades que vocé deve ter encontrado, tem-se

21



© que mOostra que MIN & a semi-soma das bases do trapézio ABCD.

Dﬂquﬂseﬁumsimn&ZeS,tem—seauguinte

Resolva os exercicios da pagina 95.
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EXERCICIOS

Exercicios para a ficha 18

L. Considere trés retas paralelas corradas por duas transversais. Os segmentos determinados pelas
paralelas em uma das transversais medem Sem e 4cm ¢ 03 sepmentos determinados na outra
transversal medem x e 8em, respectivamente. Calcule o valor de %

2. Na figura a seguir as reras m, 8, p ¢ q sio paralelas ¢ AB =4cm, BG =5cm, D =7cm e
EH =20cm. Calcule as medidas de EF, FG e GH.

3. Considere um tridngulo ABC e tome um ponto D sobre o lado AC. Trace, pelo ponto D, uma
paralela ao lado BC. Calcule 05 segmentos que essa paralela determina sobre oz lados AB e AC,

sabendu-se que AB =12¢cm, AC =18cm e AD =Scm.

Exercicios para a ficha 19

1. DadaaretareﬂpunmP,ﬁgumase-guir,acheafa.ixaemqutumdm]adméreooutmladﬂ
passa por P,

L o =

-

®3



2. Dados os pontos P e @ ¢ um veror v, figura a seguir, ache 2 faixa cujos lados passam pelos
pontos P e Q e tém a diregio do vetor v.

W «P

B b S s

(53

3. Dado um segmento AB, diga quantas faixas existem cujos lados passam pelos pontos A e B.

A
4. Considere o paralelograme MMPQ), figura a seguir:

Q P

Complete:

a) Os segmentos MQ) e... sio lados opostos do paralelogramo.
b) Os pontos A, B e C sdo pontos ... do paralelogramo.

¢) Os vértices N e sdo vértices ... do paralelogramao,

d) O segmento MP é uma ... do paralelogramo.

&) Os lados NP ¢ PQ sio lados ... do paralelogramo.

Exercicios para a ficha 20

1, Na figura a seguir AD e DC sio lados de um paralelogramo; construz o paralelogramo,

D C

o

2. Considere o paralelogramo ABCD, figura a seguir:

PiR
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a) Indique pela letra O o centro de simetria desse paralelogramo,
b} D& o simétrico de A em relagio a O,

¢} Dé o simétrico de D em relagio a O.

d) Ache o simétrico do ponto M em relagio a O,

3. Na figura seguinte, AC é uma disgonal de um paralelogramo e BM é a metade da outra dragonal,

construa o paralelogramo,
A
>ﬁ#\
B i

#. Considere o paralelogramo ABCD e os dngulos m, n, P e g, figura a seguir:

m\Dn B
Nl

BM

Complete:
a) m e i sio congruentes porque...
b) @ e p sio congruentes porque...
c) p ¢ q sdo... pargue....

d) m e § sio...

3. Considere quatro pontos ndo alinhados A, B, C e D tais que 0§ segmentos AB & DIC sejam

paralelos e congruentes. Diga, justificando, se os pontos A, B, C e I sio vértices de um
paralelogramo.

6. Considere dois segmentos AB e CD que se interceptam ao meio. Diga, justificando, se os
pontos A, B, C e D sio vértices de um paralelogramo.

‘Exercicios para a ficha 21

1. No trapézio ABCD, figura a seguir, M e N sio os pontos medios dos lade: AD e
BC.respectivamente. DC =3cm e AB —5cm. Calcule 3 medida de MIN

95



b, R B e e

2. Wa figura a seguir, ABCD é um paralelogramo; M ¢ N 5o os pontos médios dos segmentos

AD e BE, respectivamente. Sendo DE =3cm ¢ MN =5cm, calcule a medida de eada um dos
SEEmMentos seguintes:

1) AR

b DC D E c
95 M/[—————\/
A

96




Ficha 22

1. Voct vai encontrar, depois desta ficha, duas folhas de papel transparente.
Destaque a folha 1 onde estio tragados uma reta r, um ponto P e uma figura F.
Observe que o ponto Pe a figura F estio num mesmo semiplane em relagio a r.
Dobre essa folha segundo a reta r.

Ohbserve que opontoPm’mrpanpmipiodeumpmmP‘ 1o semiplano oposto. Marque o ponto P

Vocé pode verificar que, dobrando a folha de papel segundo a reta r, qualquer ponto do

semiplano de origem r, a0 qual o ponto P pertence, é levado num ponto do semiplano oposta,
Nestas condicées, a figura F do semiplano ao qual P pertence & levada numa figura F' no
semiplano oposto,

Desenhe a figura F' na folha de papel transparente.
Vocé deve ter obtido, na folha de Papel, uma figura como a seguinte:

r « P
; r: Fr
F k
P -
Considere, novamente

» & folha de papel transparente. Dobre esta folha segundo a reta r de
‘modo que o semiplano ao qual P* pertence seja levado no semiplano ao qual P pertence. Nestas
<condicdes, complete:

A figura F' ¢ levada em ..,
_océdevcl:erv:riﬁcadoqueupontoP'éEevndoemPczﬁguraF' élevada em E.

J0 que se viu nos itens 1. e 2., conclui-se que: Dobrando-se a folha de papel segundo a reta i

ponto P do plano é levado num ponto P' do mesmo plano. Essa correspondéngia é
A transformagio geométrica chamada simetria axial ou simetria em relagio i retar.

pontos P e P' chamam-se simétricos.

 figuras F e F' chamam-se fignras simérricas,
reta r chama-se eixo de simetria,

2T



Observagio: A simetria axial leva cada ponto do eixo em si mesmo, isto &, todos os pontas do
eixo sio pontos fixes dessa simetria.

4. Outros exemplos de figuras simétricas uma da outra em relagio a um eixo:

Definigio

Observagio: De acordo com a definigio acima, dois segmentos obtidos um do outro por uma
simetria axial sio congruentes. Neste caso, os segmentos tém a mesma medida;
por isso diz que eles sdo iguais.

5. Destaque a folha 2, dada a seguir, e diga quais sdo as figuras simétricas uma da outra em
relagio 2 um eixo,

Resposta

?E




Folha 1

a0






Ficha 23

1. Considere a figura F, dada a seguir,

Diga quais sio os simétricos dos pontos A, B, C e D pela simetria de eixo .
Resposta

Diga qual ¢ a figura simétrica de F.

Vocé deve ter verificado que pela simetria de eixo r o ponto A & levado no ponto C, o ponto C

¢ levado no ponto A, D élevado em D, B é levado em B o, portanto, a figura F ¢ levada em si

mesma pela simetria de eixo r. Nestas condiges, diz-se que a figura F & uma figura simétrica de

s mesma ou , simplesmente, que F ¢ uma figura simétrica,

Observagio: Quando uma figura ¢ siméerica de s MESMA POr uma simetria de efxo r, diz-se
que a reta 1 € eixo de simetria dessa figura,

2. Outros exemplos de figuras simétricas de si mesmas em relagdo a um eixo:

29



3. Volte 2 considerar a figura Fdo item 1., que & simétrica em relagio ao eixo r.

-

Copie a figura F numa folha transparente.

Diga se essa figura tem outro eixo de simetria; em caso afirmativo trace esse eixo.

Voct deve ter verificado que a reta AC &, também, um eixo de simetria de F. Portanto, a
figura F tem dois eixos de simetria.

e
—

5%
-

4. Outros exemplos de figuras simétricas que tém mais de um eixo de simetria:
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- Considere, agora, o dngulo dado a seguir.

Copie este ingulo numa folha de papel transparente. Diga se este angulo & uma figura simérrica
em relacio a um eixo; em caso afirmativo Lrace o eixo. Vocé deve ter encontrado uma figura
COmE a seguinte:

Diiga se este dngulo tem outro eixo de simetria.

Voct deve ter observado que este dngule nio tem outro eixo de simetria.
Voct pode verificar, também, que gualguer dngulo tem um dinico eixo de simetria. A semi-reta
desse cixo que ¢ interior ao ingulo chama-se bissetriz,

bissetriz
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1. Considere um ingulo raso AOB cujos lados estio contides numa reta s, figura 2 seguir.

y

B 0 A B

Come vocé viu, todo dngulo tem um finico eixo de simetria. Seja r o eixo de simetria do

7
4.

B o A %

A reta r & chamado perpendicular ou ovtogonal i reta s, no ponto O. O ponto O ¢ chamado pé
da perpendicular r.
Diga se a reta r & a inica perpendicular i reta s no ponta O.

Resposta

Por que?
Resposta

Voce deve ter respondido que r € a Unica reta perpendicular a 5, no ponto O, porque a retar &
o unico eixo de simetria do dngulo raso AOB.
Observages: 19) Se uma reta r é perpendicular a uma reta 5, entiio a reta s é perpendicular & retar.

2) Quando duas retas r e 5 sio perpendiculares pode- se escrever r L s, o queselér
"¢ perpendicular a” s.
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2. Como vocé pode verificar, duas retas perpendiculares determinam quatro ingulos congruentes.
Cada um desses dngulos é chamado dngulo rero.

Por exemplo, na figura a seguir, os dngulos AOB, BOC, COD e DOA, determinados pelas
reras perpendiculares r e 5, sio retos,

r

Para indicar que um 4ngulo £ reto,

pode-se proceder conforme se fez para o ingulo AOR,
figura acima.

3. Considere um ingulo nio rero PO

Q e a semi-reta OR. perpendicular 20 lado OP em O. Dois
casos podem ocorrer:

1%) A semi-reta OR & exterior a0

dngulo POQ. Nestas condigdes, diz-se que o dngulo POQ) &
um dngrlo agudo.

=]

Observagio: Os ingulos PO

Q e QOR, cuja unifo é um dngulo reto, dizem-se dngulos
complementares,

2°) A semi-reta OR ¢ interior 20 ingulo POQ). Nestas condigfes, diz-se que o dngulo POQ &
um dngulo obtuso.
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Ficha 25

1. Considere um ponto P e uma reta r n0s seguintes casos:
o ponto P pertence a reta r;
o ponto P ndo pertence i reta r.

Para tracar uma reta s perpendicular i retar, passando pelo ponto P, pode-se usar um esquadro,
conforme figura a seguir:

Observe que:

Quando o ponto P pertence 3 retar a perpendicular 5 é o eixo de simetria do dngulo raso de vértice P.
Quando o ponte P ndo pertence i reta r a perpendicular s ¢ o eixo de simetria do dngulo raso
cujo vértice & o pé da perpendicular s.

Mas condiciies consideradas acima, pode-se mostrar que vale a seguinte

Propriedade 1

2. Considere uma reta r e duas retas s e s' perpendicularesar.

5 5

104

]




E

Nesess condigdis, pode.se mostrar que val, tsmbéim, 4 seguinte

Propriedade 3
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Ficha 26

1. ComisdemumponmPeumzrctar;sejaacharushnéuimdePemrcla;ﬁnme:ixor.

&

T

Trmaperp-md.{cuhrimarpasmdnpwpechmeﬂopédﬁsaperpeudiwhn

Vacé deve ter encontrado uma figura como a seguinte:

Na figura acima, tome sobre a perpendicular PA o ponto P tal que
AP'=PA
O ponto P' é o simétrico de P em relagio ao eixo r.

r

2. Na figura a seguir o ponto P! & o simétrico de P em relacio ao eixo r. Ache os simérricos dos
pontos A, B e C pela simetria de eixo r.

106




A B B
..-"'"'."."
-
3
LEGE

3. Considere a figura F e a rera r, dadas a seguir. Ache os simétricos dos pontos A, B e C pela
simetria de eixo r ¢ ligue os pontos obtidos,

[

B I

Vocé deve ter encontrado uma figura como a seguinre:

c el

B | B
r

A figura F' é a simétrica de F em relagio ao eixo r,

Observagio: A figura simétrics de uma figura dada é a
pontos. Em certos casos, para achar a fi
achar os simétricos de alguns des

Exercicio: Ache a figura sim

figura formada pelos simétricos dos seus

gura simétrica de uma figura dada basta
5eus pontos.

Etﬁcadaﬁgan,dudaaseguir,mnm]aﬁoaoebmr.

Resolva os exercicios da Pégina 108,
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EXERCICIOS

Exercicios para a ficha 26

1. Ache a figura simétrica da figura dada a seguir, sendo r o eixo de simetria.

r

2, Complete a figura seguinte, sabendo que r & o sen eixo de simetria.

r

3. Complete a figura seguinte, sabendo que r & o seu eixo de simetria.

4. Complete a figura seguinte, sabendo que r e o seu eixo de simetria.
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- Considere 2 figura F e as retas paralelas r, 5, e v, dadas a sepuir.

I} Ache:
3) a simétrica de F pela simetria de eixo r indique por F,
b) a simétrica de F, pela simetria de eixo s indique por F,
¢) a simétriea de F, pela simetria de eixo t indique por F,
d) a simétriea de F, pela simetria de eixo v e indique por F,

I Complete:
a) a figura simétrica de F em relagio ao eixo 5 &,
b) a figura simétrica de F emrelagioac eino t é....

6. Considere a figura F e a5 retas m, n, p,

q e 1, dadas a seguir. Procedendo como foi feito no
exercicio anterior, construa o friso obtido da figura F pelas simetrias de eixos m, o,

P:qer.
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7. Considere a figura F ¢ as retas perpendiculares r e 5 que se interceptam no pento C.
5 5 r

g

I} Ache:
a) a simétrica da figura F pela simetria de eixo r
b) a simétrica da figura F pela simetria de eixo s
¢) a simérrica da figura F pela simetria de centro C

I) Cbserve a figura formada por F e pelas suas transformadas obtidas nos itens a), b) e ) e diga
se ela é uma figura simétrica de si mesma. Justifique sua resposta.
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- Voct ja sabe construir figuras congruentes por translacdo, por simetria cencral e por simetria
axial. Quando se acha a transformada de uma figura F por uma dessas transformacdes, pode-se
dizer que foi feito um transporte da figura F.

- Vacé pode, também, construir figuras congruentes utilizando mais de uma transformagio
geométrica. Neste caso, pode-se, também, dizer que foi feito um transporte da figura dada.

Exemplos:

) Considere o dngulo ABC, a semi-reta MN e o ponto P, figura a seguir. Seja transportar o
dngulo ABC de modo que o lado BC coincida com a semi-reta MN, e o lado BA seja levado
no semiplano cuja origem é a rera MN e an qual o ponto P pertence.

A N
C
P
M
B

Observe que o lado BC nio é paralelo 4 semi-reta MIN. Por 1550, O Lransporte pedido nio pode
ser feito utilizando-se, apenas, uma das transformacées geomeétricas acima citadas,

No exemplo dado, o transporte do dngulo ABC pode ser feito utilizando-se uma translagio
seguida de uma simetria axial.

Pela translagio de vetor BM tem-se a figura seguinte:




Pela simetria cujo eixo & a rera que contém a bissetriz do dngule C'MN, tem-se a figura seguinte:

Como se v, na figura acima, os ingulos ABC ¢ A"MC" siio congruentes pois o dngulo A"MC"
foi obtide do ingulo ABC utilizando-se duas transformacbes geométricas. Neste caso diz-se
que o dngulo ABC foi transportade no ingulo A"MC" de acorde com as condices dadas.

b) Considere, agora, os ingulos ABC e MNP, figura a seguir. Seja transportar o dngulo ABC de
modo que o lado BC coincida com o lado NM e os lados BA e NP fiquem em semiplanos
opostos em relagio i rera NM.

A

m

Neste exemplo, o transporte do dngulo ABC pode ser feito utilizando-se duas simetrias axiais
conforme figura a seguir.
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Como se vé, na figura acima, osdngulos ABC e A "NC" sio congruentes pois o dngulo A"NC"

foi obtido do dngulo ABC urilizando-se asimeniacu}uehméaperpendinﬂuaomg;mmn BN

noseupﬂnwmediqseguidndasimu:iacuioeiméarmqutmntémabissetrizdoingulu

C'NM. Neste caso, diz-se que o dngulo ABC foi transportado no dngulo A"NC" de acordo

com as condigdes pedidas,

Observagio: Nos exemplos dades, o transporte das figuras consideradas foi feito utilizando-se
duas transformagdes geométricas, O porte pedido pederia, também, ser feito

por outras transformages grométricas.

3. O rransporte de ingulos permite obter ingulos consecutivos. Por exemplo, os ingulos
comsecutivos m', n' e p', figura a seguir, foram obtidos dos ingulos m, n e p, respectivamente,
a partir da semi-reta OA,

Observe que o dngulo AOB & a uniio dos ingulos consecutivos m, n ¢ p- O dngulo AOB ¢,
também, chamado soma dos dngulas consecutivos m', n' e p'. Diz-se, também que AOB & 4
soma dos dngulos m, n e p.

Resolva os exercicios da pagina 117,



Ficha 28

1. Seja achar a medida de wm dngulo. Para isto pode-se tomar como seniidade de medida o dngulo reto.

Tomando-se o ingulo reto como unidade de medida, observa-se que o ingulo raso mede dois

9. A unidade de medida de dngslo mais comumente usada ¢ o grau
Portanto, o ingulo reto mede 90 graus.
O grau ¢ indicado por™ "
© grau subdivide-se em sessenta partes iguais cada uma chamada minuto. O minuto & indicado
por " ' ". O minuto subdivide-se em sessenta partes iguais cada uma chamada segpundo. O
segundo & indicado por " "
Assim, para indicar um ingulo cuja medida ¢ 30 graus 21 minuros e 37 segundos escreve-se 30721377,

que € 1/90 do dngulo reto.

3. Considere o ingulo agudo ABC, figura a seguir.
C
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Na pririca, para medir o 4ngulo ABC, em graus, podese usar um transferidor, conforme
figura a seguir.,

80

th
-

Como se vé, a medida do dngulo ABC ¢é 300,

Observagdes: 1) Dois dngulos congruentes tém a mesma medidae, reciprocamente, dois dngulos
que tém a mesma medida sio congruentes.

Z)Daqui por diante, por questic de comodidade de linguagem, quands dois
dngulos tiverem medidas iguais diremos, simplesmente, dngulos iguais.

¥) No que se sepue, um dngulo e sua medida serio indicados pelo mesmo simbolo,

4. Considere dois dngulos complementares a & b,

Como vocé j4 sabe, 2 unido de dojs dngulos complementares é um 4ngulo reto, Assim, a soma
dos dngulos complementares 1 e b é um dngulo cuja medida é 907, isto &, 4+ b =90-, Neste caso,

dizse que o dnguls a éom@kmmzoduﬁugmobouqmoingulobénmpbmodninglﬂoa

Exemplo:
Q dngulo de 32° ¢ o complemento do dngulo de 587,

6g°
327



5. Considere dois dngulos suplementares ae b.

v

Ohbserve que a uniio de dois dngulos suplementares £ um dngulo raso. Assim, a soma dos dngulos
suplementares a ¢ b é um dngulo cuja medida & 180°, isto &4+ b = 180" Neste caso, diz-se que

uingulcaénmp."nnmmdoinglﬂnhcuquem-ingﬂobéogqﬂmmdﬂiuglﬂon.

Exemplo:
O 4ngulo de 25° ¢ o suplemento do dngulo de 155-.

Rﬁa“

Exercicios resolvidos

19) Seja achar o complemento do dngulo de 13°15°.

Como a medida de um ingulo com a do seu complemento deve somar 90, para achar o
complemento do dngulo dado basta subtrair 13°15 de 90°.

Para facilitar o cilculo pode-se escrever 90° sob a forma 89°60°. Assim, teme-se’
g9 el’
13°15°
Fho 45"

O complemento do dngulo de 13°15 &, portanto, o ingulo de 76°45°.

2} Seja achar o suplemento do dngulo de 132°18".

Como a medida de um ingulo com a do seu suplemento deve somar 180, para achar o
suplemento do dngulo dado basta subtrair 132°18" de 180°.

Fscrevendo 180° sab a forma 179°59°607, tem-se
179 59" pF"
130" 187
470597 427
O suplemento do dngulo de 132°18%¢, portanto , o angulo de 47°59°42".

Resalva os exercicios da pdgina 118.
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EXERCICIOS

Exercicios para a ficha 27

1. Considere a figura ABCD e a semi-rera PQ dadas a seguir.

D
C
A P\
Q
B

Transporte a figura ABCD de modo que o lado BC seja levado na semi-reta PQ ¢ o ponto B

coincida com o ponto P,

2. Nos eridngulos ABC e RST, figura a seguir, os ingulos B e § sio congruentes. Transporte o
tridngulo RST de modo que o angulo § coincida eom o ingule B.

T

A

/\ s
B C

3. Nos tridngulos ABC e MNP, figura a seguir, os lados AB ¢ MP sio congruentes ¢ paralelos.
Transporte o tridngulo MNF de modo que o lado MP coincida com o lado AB e os vértices C
e N fiquem em semiplanos opostos em relacio i reta AB.

P B
M A




Exercicios para a ficha 28

1. Calcule o complemento dos dngulos:
a) 35° ¢ 2345 420 €) 42023 14"
b) 42015 d) 620187 f) 28°7”

2. Caleule o suplemento dos dngulos:
4 1320 Q218 25" € 110°45°
b)42°3 87 15% d) 132" f) 300157

3. Calcule as medidas dos ingulas indicados nas figuras seguintes:

b)

a)
X
yz‘( X [y 28"
//F/Z
€l
Lé

4, Nas figuras a seguir, r//s e t ¢ uma cransversal. Caleule as medidas dos dngulos indicados.

o

[+]




i

3. Dais ingulos adjacentes medem, respectivamente, 42° 307 e 82216,
dngulo formado pelas bissetrizes desses angulos,

6. Mostre que o dngulo das bissetrizes de dois angulos adjacentes suplementares é reto.

Caleule o suplemento do



r-_ = —_ ——

Ficha 29

1. Considere um tridngulo ABC com o lado AC igual ao lade BC, figura a seguir.

c

A B

O triangulo ABC é chamado eridngulo tsdsceles,

O lado AB & chamado fase do tridngulo isdsceles.

Os dngulos A e B dizem-se dngulos da base ¢ o ingulo C diz-se dngulo oposto & base.
Definigio:

Observagdes: 19) Um tridngulo que tem os trés lados iguais chama-se tridngulo equildtero.
2% Um tridngulo que tem os trés lados desiguais chama-se trigngulo escaleno.

2. Considere um tridngulo isésceles ABC, com AC=BC, ea reta CD que contém a bissetriz do
ingulo C, oposto i base.

c
A B
D
Qual ¢ o transformado do lade AC pela simetria de eixo CD?
Resposta
Por que?
Besposta

Qual & o transformado do lado BC pela simetria de eixo CD?
Resposta
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For qué?
Resposta

Qualénmformadndnladoﬂﬂpehsimmﬁnmnsidemda?
Resposta

Por qué?

Resposta

E’ucéd-:venerveﬂﬁc:duque,pelasimﬂriadecixoﬂD,cIaduACsemnsfnrmannIadoBC,
o lade BCs:transEormanohdoﬁCculadoﬁBset:ms[uruuuc{emamﬂporque, POT 553
[ransf:}rmagﬁo,upcrnmCéﬁxn,opumoﬁélmdamﬁcoponmfié!mademﬂ,

congruentes,

Portanto, tem-se a seguinte

Propriedade 1

- Considere um trifngulo ABC com A=E ¢ a reta 5, perpendicular ao lado AB no seu ponto
médio, M.
C

Observe que a perpendicular s ¢ eixo de simetria do lado AB e os dngulos A e B sio iguais.
Assim, as semi-retas AC e BC sd0 simétricas uma da outra em relagio ao eixo s, logo, o ponto
C é simérrico dele mesmo €, portanto, estd sobre o eixa.

Nestas condigdes, os lados AC ¢ BC sio simétricos, logo

AC=BC

Portanto, rem-se a seguinte

Propriedade 2
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Exercicio:

Diga, justificando, se sio verdadeiras as afirmagSes seguintes:

1) Todo tridngulo equilatero € istsceles.

b) Os dngulos de um tridngulo equilatero sio congruentes.

Resolva oz exercicios da pagina 129.
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icha 30

Seij,BeCmﬁnglﬂmdeumniiugduABQEgura:seg:&.
A

Considere a maﬁDpuﬂdamhdoBCdntﬁingaﬂoﬁECcsejammenmingulm formados
pela reta AD com os lados AB e AC, figura a seguir

c

B
Observe que as retas paralelas AD e BC sio cortadas pelas transversais AR e AC e complete:

m=F porque.,..

i=C porque..
Observe, ainda, que

M+A+h=1raso=180°
ou B+AsC =180

Portanto, tem-se a seguinte

Propriedade 1
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2. Considere um tridngulo ABC e o dngulo p formado pelo lado AC com o prolongamento, Ch,
do lado BC, figura a seguir.
A

p PO
B c D
O ingulo p & chamado dngulo externo do tridngulo ABC.
Observe que o ingulo externo p é o suplemento do dngulo interno C.
Definigio:

3. Observe a figura do item 2. ¢ complete:
a) p+C =180° porque...
b) A+ B +C =... porque...
Comparando as igualdades a) e b), tem-se
p+C=A+B+C
e, portanto,
p=A+B,
o que mostra que o dngulo externo p, do triingulo ABC, € igual 4 soma dos 4ngulos internos
nio adjacentes, A e B.

Portanto, tem-5¢ a seguinte

Propriedade 2
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Portanto, tem-se a seguinte

Propriedade 3

Resolva os exercicios da pagina 130.
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Ficha 31

1. Considere um tridngulo ABC, com BC > AC, figura a seguir.
A

C

Tomanda sobre o lado BC, um ponto D tal que DC = AC e ligando o ponto A ao ponto D,
tem-se a figura seguinte onde m ¢ n sio dngulos do tridngulo ADC.

A
B
B c
Como o tridngulo ADC é 1sosceles, tem-se
m=
Observe que a semi-reta AD & interior ao ingulo A, logo
A>m
£, portanto,
A>i

Observe, também, que o dngulo n é externo ao tridngulo ABD. Nestas condigfes, tem-se

i>8,
pela propriedade 3 da ficha 30.
Sendo
A>i
e i>B,
resulta
A>B,

o que mostra que, no tridngulo ABC, o dagulo A, oposto ao maior lado, BC, & maior que o
angulo B, oposto ao lado AC.
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Portanto, tem-se a seguinte

Propriedade 1

Pode-se verificar, também, que vale a seguinte

Propriedade 2

2. Considere um trifingulo ABC, figura a seguir.
A

Tt

Tomando sobre o prolongamento do lado BC, um ponto D tal que

CD=AC
e ligando os pontos A ¢ D, tem-se a figura seguinte onde m en sio dngulos do tridngulo ACD.
A
A
g
B - IO oy
Como o tridngulo ACD & isdsceles, tem-se
m=f
Observe que a semi-reta AC é interna ao dngulo BAD logo
i <BAD
e, portanto,
h <BAD.

Assim, no trifngulo ABD tem-se
AB <ED
pela propriedade 2 do item 1.
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Observe que sendo
BD=BC+CD

e CD=AC,
resulta, finalmente,

AE<BC+AC,

o que mostra que no tridngulo ABC o lado AB & menor do que a soma dos outros dois lados,
BCeAC.

Portanto, tem-se a seguinte

Propriedade 3

Resolva os exercicios da pagina 150.
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EXERCICIOS

Exercicios para a ficha 29

L. Num triingulo PQR o lado PQ ¢ igual ac lado PR e o angulo Q) mede 54°. Dé a medida do
dngulo R,

{ 2%

. Ma figura a0 lado, tem-se

AB=AC A
BD=DC s c
Mostre que

ABC=ACB

CBD=BCD D
ABD=AGD

3. Na figura ao lado, tem-se

S P
PE=PC ¢
AB=AC
Mostre que
=1
2 A -
A B r
P
m 5
M ]

4. Na figura a0 lado, tem-se
s/t

=i

Mostre que os tridngulos

APE e MPN sio isdsceles
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5. Seja ABC um rridngulo isésceles. Tire por um ponto P da base BC, paralelas aos lados AB e
AC. Sejam M e N, respectivamente, os pontos em que essas paralelas cortam AB e AC. Mostre
que os tridngulos BMP e CNP sdo isdsceles.

Exercicios para a ficha 30

1. Sendo a, b e ¢ os dngulos internos de um tridngulo, complete:
2) Se d =57 e b=15°, entio & ...
b)Sed = 90° entio b+ € =...

c) Se b =90, entio e ¢ sio dngulos...
2. Qual o valor de cada um dos dngulos de um eridngulo equilirero?

3. Pode existir um triingulo cujos ingulos internos, megam 125°, 28° ¢ 1182

Justifique sua resposta.

4. Pode existir um tridngulo cujos ingulos internos megam 42°597127, 19°48" e 118°? Justifique
sua resposta.

5. Sejam 3, b & ¢ o5 Angulos internos de um tridngulo e x um 4ngulo externo adjacente ac dngulo b.
D2 o valor de % sabendo que 4= 42°e & = 15"

6. MNa figura ao lado, tem-se

i=2b e d-60° 3
Ache as medidas dos 4ngulos internos do tridngulo. = o/ d

7. Um dos dngulos externos de um tridngulo mede 158° e um dos ingulos internos nio adjacentes
mede 22°. Caleule o valor dos outros dngulos internos do tridngulo.

D
Exercicios para a ficha 31 B

1. Na figura ao lado tem-se
ﬁ >Ae
C>D A
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Mostre que

AD>BC
E.SeijBeCDducismg;umnsquesecmtammpomoP.

Mostre que

AC+BD<AB+CD-
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Ficha 32

1. Dades dois tridngulos, se um pode ser obtido do outro por um transporte, diz-se que eles sio
congruentes, Nesse transporte cada lado de um tridngulo ¢ levado num lado igual do outro e
cada ingulo é levado, também, num dngulo igual do outro.

De acordo com essa definigio, dizer que dois trifngulos sio congruentes significa dizer que os
seis elementos de um sio iguais acs seis elementos correspondentes do outro.

Existem casos em que, para afirmar que dois tridngulos sio congruentes, basta verificar a
igualdade entre trés elementos de um e os clementos correspondentes do outro. No item 2,
zerd estudado um desses casos.

2. Considere os triingulos ABC e A'B'C/, figura a seguir, com
AB=A'R
AC=AC'
A=A

Bi

c

Para concluir que os trigngulos dados sio congruentes, basta mostrar que o rridngulo ABC
pode ser levado no trifingulo A'B'C' por um transporte, de modo que o lado AB coincida com
olado AR, o lado AC coincida, com o lado A'C' e o dngulo A coincida com o dngulo A'.

Meste caso, 0 transporte pode ser feito utilizando-se duas simetrias axiais.

S




Considerando a simetria de eixo PM, sendo PM perpendicular a AR’ no seu ponto médio,
tem-s¢ a figura seguinte onde

AABC= AAB'C" ()

Considerando, agora, a simetria cujo eixo éa reta A" que contém a bissetriz do dngulo B'A'B",
tem-se a figura sepuinte:

[l

Observe, na figura acima, que a bissetriz A'N do dngulo B'A'B" é, também, a bissetriz do
angule C"A'C' pois
C'A'B"=A=A'e B"A'N-NA'B'

Pela simetria de eixo A'N, tem-se que:
a semi-reta A'C" é levada na semi-reta A'C':
a semi-reta A'B" £ levada na semi-reta A'B';

portanto, o dngulo B"A'C* ¢ levado no dngulo B'A'C'.



Além disso, tem-se que:

o ponta C" £ levado no ponte C', pois A'C"'= AC=A'C';
o ponto B” & levado no ponto B, pois A'B"=AB=A'B".
Mestas condiges, tem-se

AAR'C'=s AAB'C ()

Dias relaghes (I) e (I}, isto &, de
AABC= AAB'"C"e AAR"C"= AAB'C,
resulta

AABC= AAB'C,

logo, os tridngulos dados ABC e A'B'CY, s que
AB=AB'
AC=AC
A-A

sio congruentes.

Portanto, tem-se o seguinte caso de congruéncia de triangulos:

Exercicio resolvido:

MNa figura ao lado, tem-se
AC=CE ¢ AB=DE

Mostre que A ACD= ABCE

<

Mas condicBes dadas, para mostrar que os tridngulos ACD e BCE sio congruentes, pode-se
verificar se eles tem dois lados respectivamente iguais compreendendo um ingulo igual.

Observe que:
BC=CD, pois AC=CE ¢ AB=DE;
o ingulo C & comum aos dois trifngulos.
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Assim, nos tringulos ACD e BCE tem-se
AC=CE,CD=BCeC=0
Portanto, A ACD'= A BCE,
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Ficha 33

1. No item 2. da ficha anterior foi estudado um caso de congruéncia de tridngulos. Nesta ficha,
serh considerado um outro caso de congruéncia de triingulos.

2. Considere os triingulos ABC e A'B'C', figura a seguir, com
A
A'B’

T E
B =
=
m
9]

B

Para concluir que os tridngulos dados sio congruentes, basta mostrar que o tridngulo ABC
pode ser levado no tridngulo A'B'C’ por um transporte, de modo que o lado AB coincida com
o lado A'B', o dngulo A coincida com o dngulo A' e o dngulo B coincida com o dngulo B'.
IMeste caso, o transporte pode ser feito unilizando-se uma translagio seguida de urra simetria axdal.
Considerando a translagio de vetor BB', tem-se a figura seguinte onde

AABC=AA"B'C" in

Considerando, agora, a simetria cujo eixo & a reta B'N que contém a bissetriz do angulo C'B'C",
rem-se a figura seguinte:




Observe, nafigura acima, quea bissetriz BN do dngulo C'B'C" é,mmb&zyabimmizduﬁnpﬂaﬂ‘ﬂx' "\ pais
C'B'A"-B=F ¢ C'B'N=NB'C"
Pela simetria de eixo B'N tem-se que:
a semi-reta B'A" £ levada na semi-rera E'A%
a semi-reta B'C" ¢ levada na semj-rery BC':
portanto, o ingulo A'B'C" ¢ levado no angulo A'B'CY,
Observe, ainda, que o ponto A" & levade no ponto A', pois A"B'= AB= A'B’.
Além disso, a semi-reta A"C" ¢ levada na semi-reta A'C' pois
Rrei=i
Como o ponto C" é levade num ponto da semi-reta B'C' ¢, também, num ponto da semi-reta
A'C, entdo, C" & levado no ponto C' que ¢ a intersecio das semireras A'C e B'C,
Mestas condigdes, tem-ge
AA"B'C = AA'B'C'(I)
Das relagties (1) e (I, isto &, de
AABC= AA'B'C"e A AB'C"= AA'RC

resulta
AABC= AA'B'C
logo, os tridngulos dadons ABC & A'B'CY, tais que
AB=AF
A=A
B=#,

sio congruentes,
Portanto, tem-se o seguinte caso de congruéncia de tridngulos:

Exercicio resolvido: M
Na figura ao lade o trifngulo

MNP & isésceles & 4= b.

Maostre que o triangulo MEF &

1s65celes.
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Nas condig@es dadas, para mostrar que o tridngulo MEF & isbsceles, basta mostrar que ME = MF.

Observe que ME & um dos lados do tridngulo MNE e MF é um dos lados do tridngulo MPF.
Assim, para mostrar que ME = ME basta verificar s¢ os trifngulos MINE e MPF sio congruentes.

Observe que

MN=MP ¢ N=P,
porque o triingulo MNP & isoceles. Assim, nos tridngulos MINE e MPF tem-se

logo & MNE=z= & MPE.

Portanto, ME = MF, o que mastra que o tridngulo MEF ¢ isésceles.
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Ficha 34

L. Nesta ficha serd estudado um terceiro caso de congruéncia de tridngules.

2. Considere os triingulos ABC e A'B'C', figura a seguir, com

AB=AR 8
AC=AC
EC=BC
C
A
Al
=

Para concluir que os tridngulos dados sio congruentes, basta mostrar que o tridngulo ABC
pode ser levado no trifingule A'B'CY por wm transporte, de modo que o lado AB coincida com
o lado A'B', 0 lado AC coincida com o lade A'C' e o lado BC coincida com o lads B¢

Considerando a translagio de vetor AA’, tem-se a figura seguinte onde
AABC= AA'B'C" ()
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Considerando, agora, a simetria cujo eixo éa reta A'M, que contém a bissetriz do ingulo C"A'CY,
tem-se a figura seguinte onde

ﬂ ArE-CIIE ﬂArB."Cr |:[[:|

Observe que os tridngulos A'B'B"" e C'B'B™ sio ishsceles, pois
KB - RB=AB ¢ B'C=BC=BC
Assim,
ABE - ABE e CBB=CEE
¢, portanta,
ﬁ1ﬁ|‘cl: ﬂ1ﬁ|1lcl
Nestas condicBes, nos tridngulos AB™"C' e AB'C' tem-se
KB = AE
o 1
ABC=ABC
e, portanto, pelo caso de congruéncia de tridngulos estudado na ficha 32, tem-se
A Aanqcr = ﬂ. AIB!‘:I EHI}
Das relagdes (D), () e (M), isto & de
AARC=AAB'C L AABCIZA AB"C & ANB"C'=AABC,
resulta
AABC=AA'RC,
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logo, os tridngulos dados, ABC ¢ A'B'C, tais que
AB=AD
AC=A'C
BC=B'C’

S0 COngruemtes.

Portanto, tem-se o seguinte caso de congruéncia de tridngulos:

Exercicio resolvido:

Ma figura ao lado tem-se
AD=BC 5 N
ADC=BCD

Mostre que A B

AABC= A ABD.
Observe que os tridngulos ABC e ABD tém dois lados respectivamente iguais,

AD=BC e AB=AB {lado comum}
Assim, para mostrar que os tridngulos considerados sio congruentes basta verificar se

EzBT},Observeque AC éum dos lados do tridngulo ADC, BD éum dos lades do trifngulo
BCD e que estes tridngulos sio congruentes pois

AD=EC

ADC=BCD

DC=DC (lado comum)
Logo,

AC=ED

Portanto, os tridngulos ABC e ABD sio congruentes porque tém os trés lados
respectivamente iguais,

Resolva os exercicios da pigina 142,
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EXERCICIOS

Exercicios para as fichas 32, 33 e 34.

1. Na figura ao lade, tem-se
AP-AGe AR = AS
Mostre que

R=5
2. Na figura ac lado, tem-se
CAN=BAM
e o tridngulo ABC & isdsceles.

Mostre que BM =NC

3. Na figura ao lado, tem-se

4. Ma figura ao lado, tem-se que
AB=BC
e BAE = BCD
Mostre queﬁ =DA

5. Na figura ao lado, tem-se EA =EC
e EB éa bisserriz do dngulo E.
Mostre que

BCD=-BAD
142

E
E
B
D
A
C
—&B
£
A



Mostre

6. Na figura a0 lado, term-ce

AB=AC
AM = MN
e i=h
que
AC=BN

7. Na figura a0 lado, tem-se

Meostre

AC=3BC
¢ AD=DB
que

AM =BM

8. Na figura ao lado, tem-se

Maostre

9. Mostre
Isdscele

AD=BC

AB=DC

¢ AM =MC
que

EM = MF

que, um tridngulo que
s &, também, jsdsceles.

C
AM

i WH

B

C
AAB
D_E C

Aé:':ﬁ
Y como vértices os pontos médies dos lados de um tridngula
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Ficha 35

1. Considere um tridngulo ABC, figura a seguir, sendo A um dngulo reto.

A B
O tridngulo ABC é chamado tridngulo reringslo.

Os lados do dngulo reto, isto &, AB e AC sio chamados careros. O lado opesto ao ingulo reto,
isto & BC, & chamado bipotenasa,

Definigio

Observagdes: 19 Unm tridngulo que tem os trés dngulos agudos chama-se tridngulo actingslo.

24 Um trifngulo que tem um dngulo obtuso chama-se tridngalo obtxsdngslo.

S

2. Comsidere um tridngulo reringulo ABC, figura a seguir.

c




Observe que

A+B+C=180"e A=90n,
portanto,

B+C =90°

Da igualdade B+ =90, resulta que no tridngulo retingulo ABC os dngulos B ¢ C, opostos
aos catetos, sio dngulos complementares. Logo, num tridngulo retingulo, os dngulos 0OPOSIos 205
catetos sdo complementares e, portanto, agudos,

“Exercicio:
Mostre que num tridngulo retingulo a hipotenusa ¢ maior do que qualquer cateto.

Resposta.

Resolva os exercicios da pagina 146.

Observagio importante: Os exercicios precedidos de asterisco(*) devem ser resolvidos pois
serio utilizados posteriormente,
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EXERCICIOS

Excrcicios para a ficha 35

*1. Mostre que se dois tridngulos retingulos tém os catetos respectivamente iguais, entio eles sio
congruentes.,

*2, Mostre que se dois tridngulos retingulos tém um cateto igual e o dngulo agudo adjacente
também igual, entio eles sio congruentes.

+3, Mostre que se dois triingulos retingulos tém a hipotenusa igual e um 4ngulo agudo igual,
entio eles sio congruentes.

M
4. Ma figura ao lade,
NG =GP  MNLND
Mostre que N=P
M 0 P

5. Ma figura ao lado,
ABLBD /‘
e B
DELBD I/,—: 3}
BC=CD

A
Mostre que AE=DE
" i A
6. No trifngulo isdsceles ABC,
ADLBC
Mostre que BD=DC
B D c
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Ficha 36

l_Cumojisuviu,dadaumarmreumpcnmPfomdrr,eﬂmumsﬁ:ﬁcamaquepassaporP

eépe::pendicu]arar_Essaperpmdicu]arinmrmpmarctaremumpme.Dpoanéupé
da perpendicular.

r Iﬂ

Ds&gnemoPQé,tmbém,d:madnpﬁpmaﬁm&r,lequernu:mretaquepasscporPe:une
a reta r num ponto 3, diferente de Q, & chamada obligua a r,

T iﬂ 5

O segmento PS ¢, também, chamado obligua, O ponto S é chamado pé da obliqua.
Para indicar que duas retas r ¢ s sio obliquas escrevese r s e se la "obliquaa " s,

2. Considere uma reta r e um ponto P fora de . Seja PM perpendicular i reta r e sejam PN, PQ
e PR obliquasar.

NO M 5

No tridngulo retingulo PMR. a perpendicular PM éum catero e a obliqua PR éa hipotenusa,
logo

PM <FR,
isto & a perpendicular PM ¢ menor do que a obliqua 2 PR,
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Tem-se, também,
PM <PN e PM<PQ
Voct pode verificar que a perpendicular PM ¢ menor do que qualguer obligua que passe por P.

3. Considere , agora, PM perpendicular 4 reta r e sejam PN e PQ obliquas que se afastam
igualmente do pé da perpendicular PM.

M M ] r
Ohbserve, na figura acima, que os triingulos retingulos PMN ¢ PMQ sio congruentes porque
o5 catetos sio, respectivamente, iguais, 1sto £,
M = MO« PM - BM
Portanto,
PN=-PQ,
O que mostra que:

Diuas obliguas cujos pés se afastam igualmente do pé da perpendicular sdo ignais.

4. Considere, ainda, PM perpendicular 3 reta r e sejam PQ e PR obliquas que se afastam
desigualmente do pé da perpendicular PM .
P

r M a =R

Observe, na figura acima, que os tridngulos PMQ e PMR tém um dngulo reto, M. Assim, os
ingulos POM e PRQ) sio agudos.

Observe, também, que o ingalo PQR. ¢ suplemento do ingulo agudo PQM ¢, portanto, POR
& um fingulo obtuso.
MNestas condigbes, no tridnguls POR. tem-se

POR > PRQ
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&, portanto,
PR > PO
O que mostra que:

Dhias obliguas ﬂ#ﬁp&ﬁ#mdmmmda#dsmnﬁmfmﬁndm‘gm#ea maior &
aquela oo pé mais se afasta.

5.ScjaPumpomufomdeummrePQaperpendiculararpamudcpdopomP.

Indim-s:adiﬂ:iu:iadeumpamuPaumarﬂarpord{P,r],Se Q é o pé da perpendicular pode
escrever

d(P,r)=d(p,Q).
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RESPOSTAS

Exercicios para a ficha 1
pagina 14
1. sim
2. nio

5. sim

Exercicios para a ficha 3
pagina 20
4. sim

5. ndo

Exercicios para a ficha 5
pigina 31
2., v, v, v

Exercicios para a ficha 6

pigina 35
6. M,N,PeQ

7. sim

Exercicios para a ficha 9
pagina 48
1.a) verdadeira  b) verdadeira ¢} verdadeira
d) falsa &) verdadeira
2. NP bjoponmoN JMP d){N} e}
3. a) sim b) nio
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Exercicios para a ficha 12
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6.4) boud bjb,éoud, ¢ d& d

7. a) adjacentes b) adjacentes c) consecutivos
Exercicios para a ficha 13
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2.a}sim b} nio
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Exercicios para a ficha 19
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b) interiores
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€] consecutlivos

Exercicios para a ficha 20
pagina 94
b
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d) 27°59°42" €] 47°36°46” f) 61°59°53"

2. a) 48° b) 137=2145" c) 152°41°35”
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b} & = 105", =250, z =155°
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L I bk
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