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Este livro & mais um volume da
colecdo Tendéncias em Educacdo Ma-
tematica, escrita por pesquisadores em
Educacdo Matematica, com larga expe-
riéncia docente, que pretendem estrei-
tar as interacoes entre a universidade
que produz pesquisa e os diversos ce-
narios em que se realiza a educacao.
Cada livro indica uma extensa biblio-
grafia na qual o leitor podera buscar
um aprofundamento em uma dada ten-
déncia em Educagdao Matematica.

Neste livro, os autores procuram
apresentar e desenvolver uma concep-
cao de formacao matematica do pro-
fessor tendo como referéncia a pratica
profissional efetiva dos professores na
educac¢do basica. Uma concepg¢do que
situa o processo de formacao do pro-
fessor a partir do reconhecimento de
uma tensao - e nao identidade - entre
educacao matematica escolar e ensino
da matematica académica elementar.

Esta obra é leitura obrigatéria a
todo formador de professores de Mate-
matica, pois, além de apresentar uma
perspectiva epistemologica de pratica
docente nas disciplinas de Matematica
do curso de licenciatura em Matematica,
inaugura, também, uma nova perspec-
tiva de pesquisa relacionada ao ensino
das diferentes disciplinas matematicas
do curso de licenciatura, tendo em vis-
ta o desafio de proporcionar ao futuro
professor uma profunda e avancada for-
mag¢ao matematica voltada para as ne-
cessidades da educacdo escolar basica.
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Nota do coordenador

Embora a producdo na drea de Educagdo Matemaética
tenha crescido substancialmente nos ultimos anos, ainda é
presente a sensagdo de que h4 falta de textos voltados para
professores e pesquisadores. Esta colegdo surge em 2001 bus-
cando preencher esse vacuo sentido por diversos matematicos e
educadores matemdticos. Bibliotecas de cursos de Licenciatura,
que muitas vezes tém titulos em Matemadtica ndo tinham pu-
blicages em Educacao Matemadtica nem textos de Matematica
voltados para o professor.

Em cursos de Especializagdo, Mestrado e Doutorado com
énfase em Educacdo Matematica, ainda hd falta de material
que apresente de forma sucinta as diversas tendéncias que se
consolidam nesse campo de pesquisa. A cole¢do Tendéncias
em Educa¢do Matemdtica é voltada para futuros professores
e para profissionais da drea que buscam de diversas formas
refletir sobre esse movimento denominado Educacdo Matema-
tica, o qual estd embasado no principio de que todos podem
produzir Matemadtica, nas suas diferentes expressoes. A colecdo
busca também apresentar tépicos em Matemética que tenham
tido desenvolvimentos substanciais nas tltimas décadas e que
possam se transformar em novas tendéncias na grade curricular
do Ensino Fundamental, do Médio e do Universitério.

Essa colegdo é escrita por pesquisadores em Educagdo
Matemadtica ou em uma dada drea da Matemadtica, com larga
experiéncia docente, que pretendem estreitar as intera¢bes




entre a Universidade que produz pesquisa e os diversos ce-
ndrios em que se realiza a Educacdo. Cada livro indica uma
extensa bibliografia na qual o leitor poderd buscar um aprofun-
damento em uma dada tendéncia em Educa¢do Matemdtica.

Neste livro os autores levantam questées fundamentais
para a formacgdo do professor de Matematica. Que Matema-
tica deve o professor de Matematica estudar? A académica
ou aquela que é ensinada na escola? A partir de perguntas
€OmMO essas 0s autores questionam essas opg¢des dicotdmicas e
apontamum terceiro caminho a serseguido. Olivroapresenta
diversos exemplos do modo como os conjuntos numéricos sio
trabalhados na escola e naacademia. Finalmente, cabe lembrar
que essa publicagdo inova ao integrar o livro com a internet,
No site da editora (www.autenticaeditora.com.br), procure
por Educagdo Matematica, pelo titulo A formacdo matemdtica do
professor: licenciatura e pritica docente escolar onde o leitor pode
encontrar alguns textos complementares ao livro e apresentar
seus comentarios, criticas e sugestdes, estabelecendo, assim,
um didlogo on-line com os autores.

Marcelo de Carvalho Borba*

* Coordenador da Colegao Tendéncias em Educagdo Matemitica, é Licenciado em
Matematica pela UFR], Mestre em Educacio Matemaética pela UNESP, Rio
Claro (SP) e doutor nessa mesma drea pela Cornell University, Estados Uni-
dos. Atualmente é professor do Programa de Pés-Graduagdo em Educacio
Matemitica da UNESP, Rio Claro (SP). £ também autor de diversos artigos
e livros no Brasil e no exterior, além de participar de diversas comissdes
nacionais e internacionais.
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Prefacio

Sempre que se fala em conhecimentos fundamentais
para a formacdo do professor de Matematica, todos —matemad-
ticos e educadores matemadticos — concordam que este precisa
ter um dominio sélido e profundo de Matemética. Raros, en-
tretanto, sdo aqueles que se aventuram a questionar, refletir
e investigar o que significa um conhecimento profundo de
Matemadtica, tendo em vista o desafio de ensind-la as criangas
e aos jovens da escola bdsica. Esse é o caso dos autores deste
livro, que tenho a honra e a satisfagdo de prefaciar.

O futuro matematico e o futuro professor de Matemadtica
da escola bdsica requerem uma mesma formag¢do matemética?
Que formacdo matemadtica “s6lida” — ou melhor, “avancada e
profunda”, como preferem os autores —requer um professor do
ensino basico? Essas sdo questdes fundamentais que perpassam
todo o livro. E, para tentar responder a elas, nada melhor que a
parceria de dois profissionais competentes, reconhecidos pela
comunidade académica e cientifica pelo trabalho que realizam
em relagdo tanto a formacdo de professores de Matemadtica
quanto a pesquisa em Educagdo Matemdtica. Plinio Cavalcanti
Moreira pertence ao Departamento de Matematica da UFMG,
onde trabalha com disciplinas especificas da Matemadtica, tais
como Andlise Matemadtica e Fundamentos de-Matemdtica
Elementar. Maria Manuela David é docente da Faculdade de
Educacdo da UFMG e atua em disciplinas didético-pedagoégicas
da licenciatura em Matematica.
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Os autores, portanto, sdo autoridade no assunto nio
apenas porque possuem larga experiéncia como formadores
de professores, mas principalmente porque sio formadores-
pesquisadores que realizam investigacdes visando dar suporte
a uma docéncia comprometida e voltada para a formacao
de professores. Este livro, por exemplo, é resultado, de um
lado, de um estudo cuidadoso e bem fundamentado tedrico-
metodologicamente (uma tese de doutoramento) desenvolvido
por Plinio sob a orientagdo de Maria Manuela; de outro, prefiro
afirmar que o texto produzido é fruto de uma interlocucdo bem
urdida entre reflexdes e/ou estudos dos autores sobre suas
experiéncias docentes junto a licenciatura em Matematica na
UFMG e os resultados de pesquisas nacionais e internacionais
sobre a formagdo matemdtica de professores, tendo o campo
numérico como delimitacido de estudo.

E a partir dessa interlocugdo que os autores assumem como
perspectiva diferencial de andlise a distincdo entre Matemdtica
Escolar e Matematica Académica. Essa distingao é estratégica,
pois permite contrastar os interesses, os saberes e os significa-
dos atribuidos tanto pela comunidade cientifica em relacdo a
Matematica quanto pelos professores e alunos no processo de
ensinar e aprender Matemdtica na escola bésica. Tal andlise
ndo busca, de forma alguma, aprofundar o fosso ainda pre-
sente entre essas duas formas de conhecimento matematico.
Ao contrdrio, pretende estabelecer uma interlocucdo cultural
mais criativa, dindmica e contributiva para ambas; assim, pode
superar tanto a tendéncia endégena das disciplinas escolares de se
constituir pela/na/para a escola, mantendo certa independén-
cia das disciplinas académicas, como observa André Chervel,
quanto a perspectiva colonizadora do mundo académico sobre
o mundo da escola, a qual consiste em propor e controlar “o que”
e “como” os professores devem ensinar. Os fundamentos dessa
ultima perspectiva encontram-se no conceito de transposicdo
diddtica, desenvolvido por Yves Chevallard ou no paradigma
da racionalidade técnica.

Uma amostra dessa possibilidade de interlocucao o lei-
tor pode encontrar no capitulo 3 deste livro. Nele, os autores
tentam explorar uma Matematica Escolar concebida como um
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Prefacio

amdélgama de saberes regulado por umalégica que é especifica
do trabalho educativo e que fundamenta e estrutura o conjunto
de saberes da profissdo docente. Destaco, nesse mesmo capi-
tulo, a variedade de exemplos e os resultados de pesquisas
descritos e analisados em relacdo aos niimeros reais, sobretudo
a andlise das dificuldades dos alunos e dos professores da
escola bésica em atribuir sentido e significado aos nimeros
irracionais, principalmente quando sdo representados pela
forma decimal infinita ndo periédica.

Em sintese, os autores procuram, nesta obra, apresentar e de-
senvolver uma concepgdo de formagio matematica do professor,
tendo como referéncia a prdtica profissional efetiva dos profes-
sores na educacdo bdsica. Uma concepgao que situa “o processo
de formagido do professor a partir do reconhecimento de uma
tensdo — e ndo identidade — entre educacdao matematica escolar
e ensino da matemadtica académica elementar”. Nesse contexto
e considerando especificamente o caso do ensino dos nimeros,
o futuro professor precisa conhecer também seus processos e
significados formais ndo para depois transp6-los didaticamente
a seus alunos da escola basica, mas para discuti-los e analisa-los
criticamente, avaliando seus limites e possibilidades enquanto
objetos de ensino. O professor, desse modo, qualifica-se para, com
mais autonomia, explorar e problematizar as formas conceituais
pedagogicamente mais significativas ao desenvolvimento do
pensamento matemadtico do cidadao contemporaneo.

Esta obra, portanto, é leitura obrigatéria a todo formador
de professores de Matemadtica, pois, além de apresentar uma
perspectiva epistemolégica de pratica docente nas disciplinas
de Matematica do curso de licenciatura em Matematica, inau-
gura, também, uma nova perspectiva de pesquisa relacionada
ao ensino das diferentes disciplinas matematicas do curso de
licenciatura, tendo em vista o desafio de proporcionar ao futu-
ro professor uma profunda e avan¢ada formagado matematica
voltada para as necessidades da educacao escolar basica.

Dério Fiorentini
FE/Unicamp

Campinas, fevereiro 2005

141}



Introducao

Quando se iniciaram as licenciaturas no Brasil, elas se
constituiam de trés anos de formagéo especifica e mais um ano
para a formagdo pedagégica. O saber considerado relevante
para a formacdo profissional do professor era, fundamental-
mente, o conhecimento disciplinar especifico. O que hoje ¢é
denominado formagédo pedagdgica se reduzia a didatica e esta,
por sua vez, a um conjunto de técnicas titeis para a transmissao
do saber adquirido nos trés anos iniciais. Por isso, costuma-se
referir a esse modelo de formacdo do professor como “3+1”
ou “bacharelado + diddtica”.

A partir da década de 1970, no bojo de uma intensa dis-
cussdo sobre o papel social e politico da educagéo, comegam a
se configurar mudangcas estruturais nos cursos de licenciatura.
Entre as propostas e concep¢des em debate, destaca-se a pers-
pectiva segundo a qual o processo de formacdo do professor
deveria se desenvolver de maneira mais integrada, em que
o conhecimento disciplinar especifico ndo constituisse mais
o fundamento tnico ao qual se devessem agregar métodos
apropriados de “transmissdo”. Ao lado da preparagéo para a
instrugdo numa determinada disciplina, apontava-se também a
necessidade de aprofundar a formagéo do professor como edu-
cador. Observa-se uma modificacdo gradual na estruturagéo
dos cursos, de modo que a formacéo pedagégica nao se limita
mais a apresentacdao de técnicas de ensino e passa a incluir
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disciplinas como Sociologia da Educacéo, Politica Educacional e
outras. Mas o licenciadonao deixa de ser reconhecido também
como o professor de... (Matemdtica, Histéria etc.). Reafirma-se,
assim, a importancia da chamada “formacdo de conterido”,
que continua sob a responsabilidade dos especialistas (isto &,
matematicos, historiadores etc.) e envolve disciplinas plane-
jadas e lecionadas por eles. Permanece, contudo, o problema
da integracdo com a prdtica. Na busca de alternativas para a
solugdo, criam-se na década de 1980, as chamadas disciplinas
integradoras. Constitui-se, assim, um novo modelo, que se
mantém essencialmente até hoje.

Algumas perguntas se colocam, no entanto, em relacdo a
esse modelo e suas variantes mais recentes: como é entendida,
conceitualmente, a integragdo que fica a cargo das disciplinas
integradoras? Qual seria, exatamente, o papel dessas disciplinas
no processo concreto de articulagdo da formag&o com a prética?
Em que medida se produz uma real ruptura com o modelo “3+1”
e uma efetiva superacgdo da férmula “bacharelado + did&tica”?
A andlise dessas questSes mostra-se relevante, uma vez que o
problema continua sob intenso debate. H4 um reconhecimento
de que a introdugédo das disciplinas integradoras n&o mostrou
os resultados esperados. Diniz-Pereira, num estudo sobre as
licenciaturas brasileiras, afirma que as andlises continuam
apontando “a necessidade de superar algumas dicotomias e
desarticulagdes existentes nesses cursos”. E destaca o “com-
plexo problema da dicotomia teoria-pratica, refletido [...] na
desvinculagdo das disciplinas de contetido e pedagogicas e
no distanciamento existente entre a formagdo académica e as
questdes colocadas pela pratica docente na escola” (DiNiz-
PEREIRA, 2000, p. 57). No caso particular da licenciatura em
Matematica, a partir dos anos 1990 desenvolvem-se varios
trabalhos sobre esses cursos, inclusive dissertacdes e teses.
Entretanto, raramente sdo focalizadas de forma especifica
as relagbes entre os conhecimentos matematicos veiculados
no processo de formagado e os conhecimentos matematicos
associados a prética docente escolar. Neste livro tratamos
exatamente dessas relagdes através de exemplos concretos

14



Introdugao

relativos acs sistemas numéricos. Dessa maneira, esperamos
contribuir para uma compreensdo mais profunda dessa cisdo
— reiteradamente apontada nos estudos sobre as licenciaturas,
mas quase sempre em termos genéricos e superficiais — entre a
formacdo do professor e a pratica docente escolar.

Sdo muitas as concepcdes que servem de base para a
andlise dos saberes profissionais docentes, mas em grande
parte delas o conhecimento matemaético —na acep¢do que neste
livro denominamos Matemadtica Acadéntica ou Matemdtica
Cientifica — é tomado como o saber fundamental, aquele a
partir do qual os outros saberes associados ao exercicio da pro-
fissdo passam a fazer sentido. De modo geral, o saber docente
é decomposto em componentes, de tal forma que um deles,
o chamado conhecimento da disciplina, assume a condigao
de essencial. Os demais componentes, ainda que reconheci-
dos como saberes complexos e importantes, conformam um
conjunto de conhecimentos de cardter basicamente acessério
ao processo de transmissédo do saber disciplinar. Decomposta
dessa forma, a Matematica Escolar costuma se reduzir a parte
elementar e simples da Matemadtica Académica, e a comple-
xidade do saber profissional do professor vai se localizar em
conhecimentos considerados de natureza essencialmente
ndo matemadtica. Dessa perspectiva, a construgdo de vinculos
substantivos da formacdo com a pratica € vista como uma
tarefa a ser executada basicamente no exterior da formacao
matematica. A esta caberia fundamentalmente promover o
aprofundamento do componente disciplinar do saber docen-
te, o que normalmente significa ultrapassar a forma escolar
de conhecimento matemadtico, apresentando ao licenciando a
forma “avancada e profunda” desse conhecimento, ou seja, a
Matemadtica Académica.

Neste livro construimos uma perspectiva diferenciada
de andlise distinguindo a Matemadtica Escolar da Matematica
Académica. Essa distingdo é importante na medida em que
nos permite pensar o conhecimento matematico do professor
da escola de forma global e integrada, sem nos submetermos
a decomposigdo usual. Como comentamos, a decomposi¢ao

15
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acaba hierarquizando os componentes e faz submegir neles,
como pegas separadas de um quebra-cabeca, elementos im-
portantes do saber matematico associado ao trabalho docente
escolar. O resultado é que a andlise das relagbes entre os
conhecimentos da formagio e as questées da préatica costuma
ficar presa aos outros componentes do saber docente e deixa
de fora o componente conhecimento disciplinar. Assim, o co-
nhecimento matematico veiculado no processo de formacgao
fica “esquecido” como objeto de anlise critica, e a formacéo
matematica na licenciatura fica liberada da obrigagdo de bus-
car uma articulagdo intrinseca com a pratica docente escolar.

Foi para evitar esse tipo de circularidade e “libertar” a an4-
lise dessa espécie de rota predeterminada, que achamos conve-
niente trabalhar com o conceito de Matematica Escolar do modo
como o apresentamos no Capitulo 1. Nesse caso, a distingio entre
Matematica Escolar e Matematica Académica se coloca como
uma estratégia bdsica, com consequéncias préticas imediatas: a
formagdo matemadtica na licenciatura revela a sua face oculta (ou
“esquecida”) e, assim, pode ser examinada e criticada. E o que
fazemos concretamente no Capitulo 3, quando confrontamos a
forma escolar do saber matemaético sobre os sistemas numéricos
com a forma cientifica ou académica, usualmente veiculada na
formacdo matemadtica em cursos de licenciatura.

16



Capitulo I

0 escolar e 0 académico:
formas distintas
de conhecimento matematico

Neste capitulo discutimos as relagdes entre duas faces
especificas do conhecimento matematico: a Matemdtica Aca-
démica e a Matemdtica Escolar. A reflexao que desenvolvemos
resulta na diferenciagdo entre o conjunto de significados que
a comunidade cientifica dos matemaéticos identifica com o
nome de Matematica e o conjunto de saberes especificamente
associados a educagdo matematica escolar. A distingdo entre
essas duas formas do conhecimento matematico estabelece os
fundamentos sobre os quais se desenvolvem algumas andlises
posteriores, especialmente no Capitulo 3, quando contrastamos
os saberes envolvidos nas questées que se colocam para o pro-
fessor da escola bésica com os conhecimentos da formacao na
licenciatura. A referéncia bésica que fundamenta e amplia as
ideias que apresentamos neste e nos outros capitulos do livro
é a tese de doutorado de um dos autores (MOREIRA, 2004).

Matemadtica Escolar: nem Matemdtica Cientifica
didatizada, nem construcdo autéonoma da escola

Chevallard, em sua obra La Transposicion Diddctica,
analisa o fen6meno da passagem do saber cientifico para o
saber ensinado:

[...] um contetddo de saber que é designado como
saber a ensinar sofre, a partir de entdo, um conjunto

17
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de transformagées adaptativas que vido torna-lo
apto a ocupar um lugar entre os abjetos de ensino. O
“trabalho” que transforma um saber a ensinar em um
objeto de ensino é denominado transposicdo diddtica
(CHEVALLARD, 1991, p. 45)1*

Para Chevallard, com o tempo, o saber ensinado desgasta-
se — um desgaste biol6gico e moral. O bioldgico se refere ao
eventual afastamento das normas do saber sébio, e o moral, a
uma proximidade “perigosa” em relacdo ao saber “banaliza-
do”, isto é, de dominio publico. Nos dois casos se evidenciaria
uma incompatibilidade do sistema de ensino com a sociedade e,
para restabelecer a compatibilidade, seria necessdrio instaurar-
se uma nova “corrente de saber” proveniente do saber sabio:
“umnovo aporte encurta a distancia em relago ao saber sabio,
o dos especialistas; [...] Ai se encontra a origem do processo de
transposi¢do didatica” (Ierp, p. 31)*.

O fenémeno da transposicio diddtica é inerente a qualquer
processo de ensino, e essa é uma reflexdo fundamental que
Chevallard nos propde. Independentemente do fato de que o
saber a ser ensinado provenha ou ndo de um corpo cientifico
de conhecimentos, o trabalho de ensinar requer a construcio de
uma percepgao peculiar do objeto de ensino. Mas o problema
€ que, na sua nogao de transposicao diddtica, Chevallard toma
a Matematica Cientifica como a fonte privilegiada de saber a
qual o sistema escolar sempre recorre para se recompatibilizar
com a sociedade. E toma, também, esse saber cientifico como
a referéncia dltima que permitiria & comunidade dos mate-
maticos desautorizar o objeto de ensino que nao seja conside-
rado “suficientemente préximo ao saber sdbio” (IBIp, p. 30)*.
Assim, a Matemadtica Escolar se constituiria essencialmente
pela adaptagédo a escola dos conceitos, métodos e técnicas da
Matematica Cientifica e, portanto, ainda que indiretamente,
das suas normas e dos seus valores. Além disso, tal processo
de adaptacéo estaria sujeito a uma “vigilancia epistemoldgica”

! Ao longo dolivro, as citagdes marcadas com o simbolo * s50 tradugbes nossas
de trechos originais em lingua estrangeira.
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que ndo permitiria “desvios” em relagdo ao conhecimento ma-
tematico cientifico. Nesse sentido, as andlises de Chevallard,
embora penetrem de forma rica e profunda em certos aspectos
do processo de ensino de Matemadtica na escola, sugerem uma
concepcdo de Matemaética Escolar excessivamente dominada
pela Matemadtica Cientifica®.

Por outro lado, André Chervel, ao propor certas reflexdes
sobre a histéria das disciplinas escolares, tece fortes criticas a visao
de que elas sejam mera vulgarizacdo das ciéncias de referéncia
para um puablico jovem ou seja, daqueles “conhecimentos que
ndo se lhe podem apresentar em sua total pureza e integrida-
de” (CHERVEL, 1990, p. 181). Segundo esse autor, tal concep-
¢do induz a ideia de que o papel da Pedagogia é apenas o de
“lubrificante” desse processo de vulgariza¢do. Para defender
uma concepcao radicalmente contraria, a de que as disciplinas
escolares sao

[...] entidades sui generis, [...], independentes, numa
certa medida, de toda realidade cultural exterior a
escola, e desfrutando de uma organizagao, de uma
economia interna e de uma eficacia que elas ndo pa-
recem dever a nada além delas mesmas, quer dizer, a

sua proépria histéria (Isip, p. 180),

Chervel se fundamenta em uma anadlise da constituigdo e do
desenvolvimento histérico da teoria gramatical ensinada na
escola francesa, e conclui que “ela foi historicamente criada
pela prépria escola, na escola e para a escola” (IBip, p. 181).

Quanto a relagdo das disciplinas escolares com a Pedago-
gia, a visdo de Chervel é a de que esta é um dos constituintes
das disciplinas, parte do seu préprio contetido:

[...] excluir a pedagogia do estudo dos contetidos é
condenar-se a nada compreender do funcionamento
real dos ensinos. A pedagogia, longe de ser um lubri-
ficante espalhado sobre o mecanismo, ngo é sendo um

2 Uma exposigdo detalhada das principais ideias da chamada “didética fran-
cesa” encontra-se em PAIS (2001). Sobre a questdo da transposicdo didatica
em particular, ver o capitulo I do referido livro.
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certa medida, de uma concepgio de Matematica Escolar que
a identifica com uma disciplina “ensinada” na escola, para
toma-la como um conjunto de saberes associados ao exercicio
da profissido docente. Partindo dessa nogdo de Matemadtica
Escolar, passamos a explicitar alguns de seus aspectos dis-
tintivos em relacdo a Matematica Académica, a fim de situar
certos saberes e “néao saberes” da pratica docente escolar em
termos do processo de formagao profissional na licenciatura.

Matemadtica Académica e Matemdtica Escolar:
uma palavra em comum e diferencas substantivas

O fendmeno social da produgdo da Matemadtica Escolar
parece ultrapassar ndao s6 a nogao de transposi¢iao diddtica
regulada pela comunidade cientifica, como também a ideia de
que as disciplinas escolares sejam construgdes endégenas que
nao devem nada a ninguém. Sem desconsiderar toda a trama
de condicionamentos sociais e culturais que se prendem a
qualquer construgdo dessa natureza, entendemos a Matematica
Académica e a Matemadtica Escolar como referenciadas, em
ultima instdncia, nas condigdes em que se realizam as praticas
respectivas do matematico e do professor de Matemadtica da
escola. A prética do matematico tem como uma de suas carac-
teristicas mais importantes, a producgao de resultados originais
de fronteira. Os tipos de objetos com os quais se trabalha, os
niveis de abstragcdo em que se colocam as questdes e a busca
permanente de mdéxima generalidade nos resultados fazem
com que a énfase nas estruturas abstratas, o processo rigoro-
samente l6gico-dedutivo e a extrema precisdo de linguagem
sejam, entre outros, valores essenciais associados a visdo que o
matemadtico profissional constréi do conhecimento matematico.
Por sua vez, a pratica do professor de Matematica da escola
béasica desenvolve-se num contexto educativo, o que coloca a
necessidade de uma visdo fundamentalmente diferente. Nesse
contexto, defini¢cbes mais descritivas, formas alternativas (mais
acessiveis ao aluno em cada um dos estdgios escolares) para
demonstragdes, argumentacdes ou apresentacao de conceitos e
resultados, a reflexdo profunda sobre as origens dos erros dos
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alunos etc. se tornam valores fundamentais associados ao saber
matematico escolar. Por exemplo, Sfard (1991) desenvolve uma
andlise do processo de abstracdo na Matemadtica, relacionando
dois aspectos de um tinico conceito: o aspecto operacional (em
que o conceito é visto como processo) e o estrutural (o conceito
como objeto). Segundo Sfard, muitos conceitos matematicos
apresentam, dual e complementarmente, os aspectos opera-
cional e estrutural, €, no processo de formacio do conceito,
0 aspecto operacional seria precedente, portanto uma base
sobre a qual se construiria a sua dimenséo estrutural. O nivel
de abstracdo mais elevado — correspondente ao aspecto estru-
tural — seria atingido através das fases de interiorizacdo (em
que se modelam mentalmente as agdes correspondentes ao
aspecto operacional do conceito), de condensagio (em que as
agGes interiorizadas sdo coordenadas de modo que o processo
é captado como um todo) e de reificacdo (em que O Processo
se transforma finalmente em objeto). Sfard fornece vérios
exemplos de conceitos bésicos da Matematica Escolar — funcao,
numero - e cita resultados de algumas de suas pesquisas que
reforcam a tese de que, no processo de aprendizagem, o aspecto
operacional precede o estrutural. Uma implicacdo dessa tese
para a educacgdo escolar seria a insuficiéncia e a inadequagdo
de uma visdo do conhecimento matemdtico como um sistema
formal-dedutivo, prépria da Matemaética Cientifica, uma vez
que as defini¢des formais representam os conceitos j no seu
aspecto estrutural e, de certa forma, ocultam as etapas de
interiorizag@o e de condensagdo que facilitam a construcao
da reificagao.

DEFINICOES E DEMONSTRACOES

Uma das distingdes importantes entre a Matemética Aca-
démica e a Matematica Escolar é a que se refere ao papel e aos
significados das defini¢des e das demonstracdes em cada um
desses campos do conhecimento matemético. Embora em ambos
exista certamente a necessidade de bem caracterizar os respectivos
objetos, de validar as afirmaces a eles referidas e de explicar as
razdes pelas quais certos fatos sdo aceitos como verdadeiros e
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outros ndo, a formulacdo das defini¢des e das provas e o papel
que desempenham em cada um dos contextos sdo, todavia, bas-
tante diferentes.

No caso da Matematica Cientifica, devido a sua estru-
turacdo axiomdtica, todas as provas se desenvolvem apoiadas
nas definicées e nos teoremas anteriormente estabelecidos (e
evidentemente nos postulados e conceitos primitivos). Isso exi-
ge uma formulagdo extremamente precisa para as defini¢des,
pois ambiguidades na caracterizacdo de um objeto matematico
podem produzir contradi¢des na teoria. As defini¢des formais
e as demonstragdes rigorosas sdo elementos importantes tanto
durante o processo de conformacgao da teoria — nos momen-
tos em que a comunidade avalia e eventualmente acata um
resultado novo, garantindo-se, entdo, a sua incorporag¢ao ao
conjunto daquelesjd aceitos como validos —quanto no processo
de apresentacdo sistematizada da teoria ja elaborada.

No caso da Matemadtica Escolar, estdo permanentemente
em cena dois elementos fundamentais que modificam signifi-
cativamente o papel das defini¢des e das provas. O primeiro
se refere ao fato de que a “validade” dos resultados matema-
ticos a serem discutidos no processo de escolarizacdo bdsica
ndo estd posta em duvida; ao contrdrio, ja estd garantida, a
priori, pela prépria Matemadtica Académica. Para um exemplo
ilustrativo, observamos que, na Matemadtica Académica, a du-
vida se o ntimero y P) — caracteristica de Euler-Poincaré — era
ou ndo igual a 2 para todo poliedro convexo manteve-se até
surgir uma demonstragdo considerada correta do teorema de
Euler (DIEUDONNE, 1990, p. 248). Esse tipo de questdo ndo esta
posta para a Matemadtica Escolar. Por exemplo, o produto de
dois niimeros naturais é comutativo, ndao ha nenhuma ddvida
quanto a isso. O problema que se coloca no ensino escolar ndo
é o de demonstrar um fato como esse rigorosamente, a partir
de defini¢bes precisas e de resultados jd estabelecidos, como
no processo axiomatico cientifico. A questdo fundamental para
a Matematica Escolar — esse é o segundo elemento, sempre
presente no cendrio educativo — refere-se a aprendizagem,
portanto ao desenvolvimento de uma préatica pedagdgica
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visando a compreensio do fato, a construgédo de justificati-
vas que permitam ao aluno utilizd-lo de maneira coerente
e conveniente na sua vida escolar e extra escolar. Ha uma
diferenca significativa entre alinhar argumentos logicamente
irrefutdveis que garantam a validade de um resultado a partir
de postulados, definigbes, conceitos primitivos de uma teoria
e, no contexto educativo escolar, promover o desenvolvimen-
to de um convic¢do profunda a respeito da validade desse
resultado. Morris Kline utiliza uma frase de Samuel Johnson,
aludindo, de forma irénica, a diferenga a que nos referimos:
“Eu lhe forneci um argumento, mas nédo estou obrigado a lhe
fornecer uma compreensiao” (Jounson, apud KrLINE, 1974, p.
5)*. Em outras situa¢des, poder-se-ia inverter a frase de Johnson
e dizer: “eu jd tenho uma compreensao, ndo necessito de um
argumento”, como talvez fizesse um aluno da escola diante de
uma demonstragdo matematicamente correta do fato de que
nao ha nimero inteiro entre 0 e 1 (essa demonstracao é feita em
BIRKOFF e MACLANE, 1980, p. 11; WHITE, 1973, p. 24-25; MON-
TEIRO, 1969, p. 75 e proposta como exercicio em Lima, 1989,
p- 9). Nesse caso, é claro que, para a Matematica Escolar, ndo
faz nem sentido argumentar: qualquer tipo de argumentacgéo
teria que pressupor a aceitagdo, sem provas, de afirmagdes mais
complexas e menos evidentes do que a prépria tese a ser prova-
da. No entanto, para a Matemaética Académica, a demonstracao
faz sentido: entre outros objetivos possiveis, ela explicita para
o futuro matemadtico em processo de formacao essa espécie
de “suspensdo de certeza” a que devem ser submetidos
todos os enunciados — até um como esse, impensdvel de
se colocar em davida dentro da cultura escolar — para que
se processe rigorosamente esse tipo de organizacéo l6gica
da Matemadtica Cientifica, que é a axiomatica.

No caso da educagdo matemética escolar, o julgamento
da validade e a prépria elaboragao das argumentagOes passam
por consideragdes de natureza didéatico-pedagdgica e pelo
desenvolvimento de formas de convencimento préprias da co-
munidade escolar. Simon (1996) oferece exemplos interessantes
de demonstra¢des elaboradas por alunos da escola as quais,
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embora ndo possam ser consideradas rigorosas em relag¢do a
Matemdtica Académica, também nédo podem ser vistas como
incorretas ou incompletas sob a ¢tica da Matemaética Escolar.
Vejamos alguns dos exemplos apresentados por Simon, cole-
tados em sala de aula nos Estados Unidos:

Exemplo 1

Mary é uma estudante do décimo ano [o que corresponde-
ria, no Brasil, a segunda série do Ensino Médio, em termos
de anos de escolaridade], numa aula de Geometria. Os
alunos estavam explorando ideias a respeito de triangu-
los is6sceles com um determinado software e ainda ndo
tinham chegado ao teorema que afirma aigualdade dos
angulos “dabase”, se o tridngulo tem dois lados iguais.
Trava-se, entdo, o seguinte didlogo entre a senhora
Goodhue, a professora, e Mary:

Goodhue: Mary, vocé poderia construir um tridngulo
isosceles, especificando dois angulos e o lado que liga
os vértices desses angulos?

Mary diz que sim e desenha os dois dngulos iguais. A
professora lhe pede para explicar.

Mary: Eu sei que, se duas pessoas caminharem a partir
das extremidades do lado e em diregdes que fazem
angulos iguais com o lado, quando elas se encontrarem
terdo andado a mesma distancia.

Simon (que assistia a aula). O que aconteceria se a
pessoa da esquerda caminhasse fazendo um angulo
menor do que a da direita?

Mary (sem nenhuma hesitagdo): Essa pessoa teria
andado mais que a da direita, quando elas se encon-
trassem. (SiMoN, 1996, p. 199)*

Simon, em seguida, comenta o modo como Mary lidou
com a questdo que havia sido proposta pela professora:

Neste exemplo, a senhora Goodhue tinha antecipado
que os alunos gerariam vérios tridngulos isdsceles e no-
tariam um padrdo (raciocinio indutivo): que os dngulos
da base seriam iguais. Isso levaria a conjectura de que
tal padrdo seria verdadeiro para todos os tridngulos
isGsceles e entdo se colocaria a necessidade de uma
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provadedutiva. [...] Mary foi capaz de ver um tridngulo
isésceles, ndo como uma figura estitica de dimensdes
particulares, mas, ao contrario, como resultado de um
processo dinamico que gera tridngulos a partir das
extremidades de um segmento de reta. O seu modelo
mental dindmico permitiu a ela ndo s6 perceber a rela-
Gao entre os dngulos da base de um tridngulo isésceles,
mas também raciocinar a respeito da relacio entre os
tamanhos dos outros lados do tridangulo se os angulos da
base sdo diferentes. Devido 4 natureza do seu raciocinio,
essas duas idéias foram conectadas: o tridngulo isésce-
les era um caso particular de uma compreensio mais
geral a respeito dos dngulos e lados correspondentes

em um tridngulo. (S1MoN, 1996, p. 199, grifo nosso)*

Exemplo 2

Considere o seguinte problema: O tridngulo ABC tem
um angulo reto no vértice B. P é um ponto sobre o
lado AB, situado entre A e B. Que tipo de comparagio
(maior ou menor) se pode estabelecer entre as somas de
segmentos (AP + PC) e (AB + BC)? Veja a figura abaixo.

S e —

A

B c

Pode-se provar, dedutivamente, que AP + PC é menor
que AB + BC. [...] Mas considere a forma como Sam
raciocinou:

O ponto A é aminha casa, e 0 ponto C é a minha escola.
O interior do tridngulo ABC é a mata. Normalmente
eu caminho da minha casa (A) até a esquina (B), viro
a esquerda e caminho até a escola (C). Algumas vezes,
quando estou indo em direcdo a B, eu corto por dentro
da mata (a partir de um ponto P). Eu sei que, quando
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passo por dentro da mata, a caminhada é menor. Sei
também que, quanto antes (mais perto de A) eu entrar
para a mata, menos tenho que andar.

Observe-se também nesse caso, que a ultima frase de
Sam lhe permite validar uma afirmagido que é mais
complexa e mais abrangente do que a que foi proposta
no problema (S1MON, 1996, p. 200-201)*.

Esses exemplos refor¢gam o argumento a favor da ideia de
que, na Matemaética Escolar, a prova dedutiva rigorosa nao
é a Unica forma aceitdvel de demonstragdo. As justificativas
menos formais, mais “livres”, que se desenvolvem tomando
como postulados e elementos primitivos tacitos certos co-
nhecimentos provenientes da vida cotidiana — ja que nao se
coloca anecessidade de uma selecdo rigorosamente econdmica
desses elementos, como na axiomatica cientifica —ndo apenas
podem ser aceitas, mas também levar, como vimos nos dois
exemplos, a uma compreensdo mais aprofundada das relagGes
matematicas em discussdo. Outro exemplo que pode ser citado
é o da utilizacdo de dobraduras em papel para a verificagdo de
certos fatos da Geometria. Esses tipos de justificativas, por suas
caracteristicas de proximidade maior com as elaboragdes dos
préprios alunos, podem constituir muitas vezes argumentagoes
mais convincentes, dentro da comunidade escolar, do que as
demonstragoes formais.

Por certo, argumentacdes de tipo menos formal ndo estao
isentas de complicacdes e questionamentos dentro do trabalho
pedagdgico na escola bdsica. Exemplos de dificuldades a ser
contornadas seriam:

o a possibilidade de estimulo a um relaxamento exagerado
de modo a se fazer despercebida a utilizacdo de circulari-
dade l6gica (algumas vezes mais evidente, outras vezes
sutil) nos raciocinios empregados nas justificativas;

e a possibilidade de promog¢do de uma compreensao
equivocada do papel e da necessidade de validagdo dos
resultados e das sentencas matemadticas no contexto da
educacdo escolar bésica (numa direcdo que, levada ao
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extremo, se traduziria nos seguintes termos: “basta eu
acreditar para ser considerado verdadeiro”);

e a possibilidade de reforgar certas concepgédes inadequadas
(tmisconceptions)doaluno, as quais podem eventualmente
funcionar como obstaculo ao desenvolvimento do proces-
so de aprendizagem da Matemaética Escolar.

Observemos, no entanto, que grandes dificuldades tam-
bém sdo detectadas quando se fica restrito, no trabalho docente
escolar, as provas dedutivas nos moldes prescritos pela Mate-
matica Cientifica. Um estudo de Douek (1999), por exemplo,
aponta indicios de que subordinar o processo de construcio de
validagGes dos resultados matemaéticos a requisitos que exigem
um produto final (a demonstragdo) formalmente elaborado
pode ter consequéncias negativas para muitos estudantes.
Ela observou, com estudantes j4 no estidgio universitdrio de
formagdo matemdtica, que essa subordinacio atua no sentido
de censurar demasiadamente o processo de desenvolvimento
de tentativas (ensaio e erro) ou de busca de uma compreensao
ndo formal do resultado a ser demonstrado.

Resumindo: enquanto o papel central das demonstra-
¢Oes na Matemaética Académica refere-se a inscricio de um
determinado resultado entre os aceitos como verdadeiros
pela comunidade cientifica, na educacio matemética escolar
a demonstragdo desempenha papéis essencialmente pedago-
gicos, tais como:

a) contribuir para a construcdo de uma visao da disciplina
na qual os resultados sejam tomados ndo como dados
arbitrarios, mas como elementos de saber socialmente
construidos e aceitos como vélidos através de negociacio
e argumentacido;

b) desenvolver a capacidade de argumentacao. Por exem-
plo, a atividade pedagé6gica que consiste em submeter
a critica dos outros alunos uma determinada cadeia de
argumentos construida por um deles pode levar a um
entendimento mais significativo do resultado que é objeto
da argumentacio; pode levar também a um refinamento
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dos préprios argumentos ou mesmo da linguagem utili-
zada para apresentéd-los.

Se os papéis da demonstra¢dio na Matemética Escolar
sdo dessa natureza, entdo os cAnones ndo serdo os mesmos da
Matematica Cientifica. As relagées com os conceitos primitivos,
com as defini¢des, com os axiomas, com a propria linguagem
e simbolismo, com o rigor etc. sao necessariamente muito mais
flexiveis, pois ndo se trata de convencer a comunidade cientifica
de que o fato em questdo pode ser inscrito no conjunto de re-
sultados matemaéticos “verdadeiros”. Trata-se, na Matematica
Escolar, de uma negociagdo situada num contexto educativo,
com grupos de estudantes cujo saber matematico encontra-se
em desenvolvimento; uma comunidade que pode ser convenci-
da em certo momento por determinados tipos de argumentos,
mas néo por outros; grupos de estudantes que vao reencontrar
o fato que é objeto da argumentagdo em outros estdgios do
processo de escolarizagdo e que possuem num dado estagio
uma correspondente experiéncia de critica etc.

Por outro lado, no que concerne as defini¢ées, Poincaré
também se refere a uma diferenca entre o rigor necessario e con-
veniente 2 Matematica Cientifica e aquilo que seria adequado
a um processo educativo. Ele diz: “o que é uma boa definigao?
Para o fil6sofo ou o cientista é uma que se aplica a todos os
objetos a serem definidos, e somente a eles. Mas em educagédo
nio é isso; é uma que pode ser entendida pelos alunos” (POIN-
cARE, apud TALL, 1992, p. 496)*. Além do fato de que os alunos
devem entender a defini¢do, hd que se considerar também a
necessidade e a conveniéncia, no contexto escolar, de se apre-
sentar uma defini¢do formal para os objetos matematicos em
estudo. Enquanto na Matematica Cientifica a caracterizagdo
através da definicdo formal é central para o desenvolvimento
rigoroso da teoria, na Matematica Escolar, muitas vezes, ndo &
adequado utilizar esse tipo de identificagdo do objeto.

A tendéncia predominante na Matematica Cientifica, des-
de o século XIX, é a de se caracterizar os objetos matematicos
abstraindo-se a sua natureza e enfatizando-se as estruturas. Por
exemplo, variedade diferencidvel de dimens&o n € “qualquer
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coisa” localmente difeomorfa ao espaco euclidiano R™ o con-
junto dos ntimeros reais é “qualquer” conjunto com a estrutura
de corpo ordenado completo; niimero natural é um elemento
de um conjunto de objetos que satisfaz aos axiomas de Peano
etc. Dieudonné comenta:

Pouco a pouco desenha-se uma idéia geral que serd
precisada no século XX, a de estrutura na base de uma
teoria matematica; € a conseqiiéncia da constatacdo de
que aquilo que desempenha o papel primordial numa
teoria sdo as relagbes entre os objetos matematicos
que ai figuram, antes da natureza destes objetos, e
que, em duas teorias diferentes, pode acontecer que
haja relagoes que se exprimam da mesna maneira nas
duas teorias; o sistema destas relagSes e as suas “cor-
respondéncias” € uma mesma estrutura “subjacente”
as duas teorias. (DIEUDONNE, 1990, p. 118, itdlicos e
aspas como no original)

Sdo vérios os exemplos que mostram a inadequacio de se
transferir para a Matematica Escolar (didatizando-os ou n&o)
esses valores da Matematica Cientifica: o conjunto dos ntimeros
naturais, o conjunto dos niimeros reais, a representacio decimal
dos nimeros, a ordem no conjunto dos reais, os poliedros, as
nog¢des de darea, volume, comprimento etc., ndo sido objetos
ou conceitos definidos formalmente no contexto da educacgio
matemdtica escolar, seja porque fazé-lo ndo é considerado
pedagogicamente conveniente, seja porque ndo € vista como
necessaria essa maneira de caracterizar tais objetos.

Vemos, assim, que no caso das defini¢des ocorre algo se-
melhante ao que j4 observamos a respeito das demonstragdes:
as caracteristicas da prdtica escolar tendem a favorecer um
modo mais flexivel de caracterizacdo dos objetos matematicos,
muitas vezes através de referéncias descritivas ou de imagens
intuitivas, no lugar de defini¢cdes formais. Mesmo porque a
defini¢ao formal parece ndo desempenhar, entre os estudan-
tes, um papel muito significativo no processo de construgao
do conceito a que ela se refere. Muitas vezes, nem mesmo é
evocada de modo relevante, numa situacio de resolucao de
problemas envolvendo o conceito. De fato, essas sdo algumas
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das conclusdes de pesquisas empiricas que Vinner (1991) relata
no artigo O papel das defini¢des no ensino e no aprendizado
da Matemdtica. Ele abre o texto com a seguinte consideragdo:

A definic¢do cria um sério problema para o aprendizado
da Matematica. Ela representa, talvez mais do que qual-
quer outra coisa, 0 conflito entre a estrutura da Mate-
madtica, como a concebem os matemaéticos proﬁssionais,
e 0s processos cognitivos de aquisicdo dos conceitos”
(VINNER, 1991, p. 65, grifo nosso)™.

Esse conflito pode ser sintetizado nos seguintes termos:
paraa Matemadtica Cientifica, a defini¢do expressa o gue o obje-
to é (como objeto matematico), enquanto do ponto de vista do
processo cognitivo, o conhecimento do objeto pelo estudante
parece se desenvolver através da construgdo de uma espécie
de mosaico de representagdes pessoais desse objeto (ndo ne-
cessariamente livre de inconsisténcias), o qual pode ou nédo
conter a definicdao formal como uma de suas pegas.

Assim como nas demonstragdes, também aqui podem
surgir problemas com essa flexibilizagdo no processo de carac-
terizacdo dos objetos matematicos operada em determinadas
circunstancias pela matematica escolar. Embora a formacao
de conceitos matemadticos esteja fortemente associada a um
processo que envolve a construgdo de um conjunto de imagerns,
estas podem ser, para um mesmo individuo e para um mesmo
conceito, contraditérias, limitadas e mesmo, em certos aspectos,
conflitantes com a defini¢do formal do objeto a que se referem.
Observa-se, além disso, que, numa dada situagdo, uma imagem
apenas parcialmente adequada do conceito pode ser evocada
e, mesmo assim, levar efetivamente a uma solugdo correta da
questdo ou do problema proposto. Esse fato costuma produzir
um reforco daquela imagem particular e uma eventual resistén-
cia a percebé-la como limitada. Assim, o conjunto de imagens
de um individuo a respeito de determinado conceito tende a
ser “psicologicamente resistente”, o que significa que a simples
exposic¢do do individuo a definigdo rigorosa néo € suficiente para
provocar uma reorganizagao ou reestruturacao desse mosaico.
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ERROS E “MISCONCEPTIONS”

A andlise dessas dificuldades nos processos de ensino
e aprendizagem escolar, referidas a questdo das defini¢des e
demonstracgdes, nos conduz a outro elemento distintivo da Ma-
tematica Escolar em relacdo & Matem&tica Cientifica. Trata-se
das formas com que cada um desses campos do conhecimento
matematico lida com a nocdo de erro.

Para a Matematica Cientifica, o erro é um fendmeno 16gico
que expressa uma contradi¢do com algum fato ja estabelecido
como “verdadeiro”. Para a Matemdtica Escolar, no entanto, é
importante pensar o erro como um fendbmeno psicolégico que
envolve aspectos diretamente relacionados ao desenvolvimento
dos processos de ensino e aprendizagem. Nao é por acaso que,
ao contrario do que acontece no campo da Matemdtica Acadé-
mica, uma drea de pesquisa em Educacdo Matemética se dedica
especificamente & anilise de erros a partir de variadas pers-
pectivas tedricas e metodoldgicas (RapaTtz, 1980; Cury, 1995).
Além disso, é bastante comum em praticamente qualquer drea
da Educa¢do Matematica, que um relato de pesquisa contenha,
ainda que desempenhando um papel complementar no estudo,
alguma referéncia a erros que estudantes da escola cometem ao
lidar com o conceito ou processo que foi objeto da investigacao.

Pesquisas indicam que os erros tm um carater sistema-
tico, sdo persistentes e, muito frequentemente, resultam de
experiéncias anteriores do aluno. Os erros, antes de se redu-
zirem a uma simples manifestagdo de desconhecimento ou de
fracasso, podem ser entendidos como um indicador did4tico-
pedagdégico. Referindo-se simultaneamente ao aluno e ao saber
a ensinar, o estudo dos erros é pega fundamental no trabalho
de planejamento das atividades de ensino escolar. Nesse senti-
do, constitui parte importante dos saberes envolvidos na agao
pedagdgica do professor.

De um ponto de vista amplo, um aspecto relevante que
0 erro acaba colocando em discussio — e que importa funda-
mentalmente para a matematica escolar — é o processo de con-
tradicdo dialética que se estabelece entre conhecimento “novo”
e “antigo”, no desenvolvimento da aprendizagem. Se, por um
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lado, o conhecimento anterior do aluno pode servir de obstaculo
para o avanco no aprendizado, por outro, é indiscutivel que os
processos de abstracdo e generalizacdo se desenvolvem essen-
cialmente em interagdao com esse conhecimento. Tais interacSes
incluem desde adaptagdes de certos modelos a uma formulagéo
mais geral de determinado conceito até uma profunda reorga-
nizagdo da estrutura cognitiva com a acomodacdo de elementos
essencialmente novos. Por exemplo, a nogdo de niumero real
€ construida na escola como resultado de uma sequéncia de
generalizagbes do conceito de nimero, desde os naturais até os
racionais, passando pelos negativos e, finalmente, incluindo os
irracionais. Em cada etapa dessa sequéncia, os conhecimentos
anteriores dos alunos vao atuar simultaneamente como suporte —
na medida em que os conjuntos numéricos mais restritos exibem
propriedades que véo orientar o processo de amplia¢do —e como
fonte de conflito, porque ha uma tendéncia a transferir para o
campo ampliado propriedades que sdo validas apenas no campo
restrito. Assim, uma compreensao aprofundada dos erros dos
alunos permitiria ao professor situa-los cognitivamente nos
diferentes estagios desse processo.

Uma das vertentes da andlise de erros que interessa dire-
tamente a Matemadtica Escolar é a que se ocupa do fenébmeno da
internalizacdo de conceitos numa forma considerada inadequada
(misconceptions). Graeber (1993) descreve varios tipos de miscon-
ceptions prevalecentes entre alunos da escola, as quais induzem a
erros ou limitagdes no uso de conceitos matematicos. Analisando
cinco propostas para a promocdo de mudanca conceitual, ela
observa que, embora nédo possam ser reduzidas umas as outras,
todas essas formas de pensar o ensino e a aprendizagem sugerem
o desenvolvimento de estratégias didaticas que busquem:

a) tornar explicitas as concepgoes vigentes entre os alunos;
b) trazer a tona os conflitos latentes entre as diferentes
concepcgoes; ]

c) encorajar a reestruturacgdo das ideias vigentes ou a cons-
trucdo de novas ideias, utilizando diferentes contextos
para a sua aplicagdo;
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d) estimular a reflexdo do estudante sobre a histéria de sua
propria apreensao do conceito.

De outra perspectiva, Tall e Vinner (1981) estudaram as
representagdes que uma pessoa possui de um determinado con-
ceito matematico e contrastam esse conjunto de imagens (concept
image) com a defini¢do formal do conceito (concept definition).
Segundo eles, as imagens conceituais de um mesmo individuo
nao formam necessariamente um conjunto logicamente coerente
e completo de visdes do conceito. Além de contradicées inter-
nas que se desenvolvem entre as imagens conceituais, haveria
que se considerar os possiveis conflitos entre elas e a definicdo
formal como uma potencial fonte de erros numa dada situacao.
Assim, conhecer as imagens dos alunos sobre determinado con-
ceito € importante porque elas expressam possiveis obstdculos
cognitivos e, a0 mesmo tempo, germes de conhecimento novo,
e constituem um ponto de partida fundamental para o ensino
sob qualquer uma dessas formas.

Em suma, pode-se dizer que os estudos sobre erros pro-
porcionam condig¢des efetivas para que o processo de ensino
se desenvolva a partir dos conhecimentos e das estratégias
vigentes entre os estudantes. Na Matemética Escolar, o erro
desempenha um papel positivo importante: fornece elementos
para o planejamento e a execucgao das atividades pedagdbgicas
em sala de aula. Para a Matema4tica Cientifica, por outro lado,
a funcao do erro, embora também muito importante, é essen-
cialmente negativa: indica a inadequacdo ou a falsidade de
resultados, formas de argumentacio etc.

Ao encerrar este capitulo, queremos ressaltar a operacio-
nalidade daideia de se reconhecer como distintas as formas de
saber correspondentes 2 Matematica Cientifica e 8 Matemaética
Escolar, especialmente quando se tem em vista a andlise das
relagGes entre formacao e prética do professor. Se a Matematica
Escolar é concebida como mero subconjunto da Matematica
Cientifica, a tendéncia é reduzir a primeira a parte elementar
dadltima, com a consequente desqualificacdo do conhecimento
matematico escolar frente ao saber académico. Nesse processo,
a Matemitica Escolar acaba se tornando apenas o componente
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facil, simples e bdsico do complexo e sofisticado edificio da
Matematica Cientifica. Essa concepg¢do pode implicar, ainda, a
ideia de que ndo hda muito sobre o que investigar, questionar ou
refletir sobre a Matemadtica Escolar e associar a ela a condigdo
de conhecimento naturalmente “dado” dentro do processo de
formagio profissional do professor. De acordo com os mode-
los usuais, o saber docente € decomposto em componentes
de tal modo que se separa, de um lado, o conhecimento
disciplinar cientifico (no caso a matemadtica) e, de outro, os
conhecimentos pedagdgicos, curriculares, experienciais etc.
Uma das consequéncias dessa separacgao é que o saber dis-
ciplinar, visto como parte da Matematica Cientifica, ocupa,
ainda que de forma implicita ou subliminar, o lugar de saber
fundante ou a razdo de ser do trabalho docente, enquanto os
outros vao se referir essencialmente ao desenvolvimento de
atividades didatico-pedagdgicas visando a aquisi¢cdo, por parte
dos alunos, desse ntcleo fundamental de conhecimento. No
limite, a educacdo matemadtica na escola acabaria se reduzindo
ao ensino da Matematica Académica, adaptada as condig¢oes
escolares. Uma formacdo matematica profunda para o pro-
fessor se reduziria, entdo, ainda segundo essa concepgdo, ao
dominio da Matemadtica Académica ndo elementar, ou seja, a
internalizacao dos seus valores, conceitos, técnicas, métodos,
concepgdes, formas de pensamento etc. Desse modo, a Ma-
temaética Académica e seus valores se estabelecem de forma
natural como o centro de gravidade da formacao profissional
do professor; deslocam-se para a “periferia” desse processo as
questdes referentes a prdtica pedagdgica efetiva na escola e a
prépria cultura escolar.

Quando, ao contrario, essa distingdao entre Matemadtica
Cientifica e Matemadtica Escolar é explicitamente admitida
como fundamento dos estudos sobre a pratica profissional,
sobre os saberes profissionais e sobre o processo de formagéao
do professor, resulta uma outra percepgédo da complexidade da
Matematica Escolar. Nesse caso, ela se funda na complexidade
da prépria pratica educativa escolar e ndo mais nos valores
especificos da Matemadtica Cientifica. Além disso, uma vez
que a Matemética Escolar é reconhecida em sua especificidade,
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torna-se positivamente complicado analisar o conhecimento
disciplinar isolado dos outros “componentes” dos saberes
profissionais docentes. A Matemédtica Escolar constitui um
amdlgama de saberes regulado por umalégica que é especifica
do trabalho educativo, ainda que envolva uma multiplicidade
de condicionantes. Dessa perspectiva, uma reflexdo profunda
sobre o papel da Matematica Escolar no curriculo da licen-
ciatura pode contribuir para introduzir uma referéncia mais
direta e intrinseca da pratica escolar no processo de formacgdo

inicial do professor.

E importante ressaltar que a distin¢do que propomos nio
institui uma oposigao sistemaética entre o saber matematico vis-
to como objeto de construgdo cientifico-académica, e a Matema-
tica Escolar, entendida como um amadlgama de conhecimentos
associados a educagdo bdsica. Entretanto, observamos que, ao
tomar cada uma dessas faces do conhecimento matematico
em suas especificidades, um leque de importantes questdes
que interessam diretamente a formagdo do professor perde
O carater de pressuposto natural e pde-se em discussdo na
condicdo de objeto ou problema de investigacio teérica e de
pesquisas empiricas. Como exemplo, citamos estas questdes:
em que medida e de que maneira concreta o conhecimento da
Matematica, na forma e nos valores associados 2 Matematica
Académica, poderia contribuir efetivamente para o desem-
penho profissional no trabalho docente na escola bésica? Em
que medida ou a partir de quais caracteristicas o processo de
construcdo da Matematica Cientifica pelos matematicos pro-
fissionais poderia servir de modelo para o desenvolvimento
de préticas educativas escolares em Matematica? Seria pos-
sivel e/ou adequado, “transferir” para a Matemética Escolar
certas praticas e posturas associadas ao trabalho cientifico de
investigagdo na fronteira do conhecimento mateméatico acadé-
mico? Que tipo de recontextualizacdo essas “transferéncias”
demandariam? Qual seria o dimensionamento adequado e os
papéis respectivos da Matematica Cientifica e da Matematica
Escolar no processo de formacgado matemaética na licenciatura?
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Capitulo II

Matematica Escolar:
uma construcao
sob multiplos condicionantes

Um dos condicionantes do processo de escolarizagdo
basica é o curriculo prescrito. Goodson (1998), em uma analise
histérica do desenvolvimento da nogdo de curriculo, apre-
senta uma série de fatos que, em seu conjunto, convergem
para sustentar uma concepcao do curriculo escolar como uma
construcdo social, ou seja, uma forma de expressdo das lutas
politicas, econdmicas e socioculturais que se desenvolvem em
torno do desenho e da execugdo do processo de escolarizagao
basica. Nesse cendrio de disputas figuram, entre os atores,
erupos académicos e profissionais que detém e produzem
saberes associados a esse processo. Um exemplo histérico que
pde 2 mostra os antagonismos envolvidos no processo social
de construcdo do curriculo escolar pode ser visto no episédio
ocorrido na Inglaterra no século XIX, referido por Goodson
como “controvérsia em torno do ensino da ciéncia” (GOODSON,
1998, p. 89-91). Outro exemplo, mais recente, € o que se refere a
introducdo da chamada Matematica Moderna no ensino esco-
lar. Mais recentemente ainda, tivemos a “guerra curricular da
Califérnia”, em que a disputa se deu em torno das diretrizes
curriculares para a educagéo bésica naquele estado americano,
envolvendo a midia, audiéncias ptiblicas e centenas de milhdes
de ddlares para o financiamento da produgdo de textos e material
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didatico dos projetos vencedores (veja-se aedigdo de fevereiro
de 1999 da revista Phi Delta Kappan, especialmente dedicada
ao assunto).

Deve-se ponderar, entretanto, que o curriculo escrito
€Xpressa apenas um estdgio do processo de constituicdo dos
saberes associados a pratica profissional do professor de Ma-
temadtica da escola. E nessa dimensao prescrita da Matem4tica
Escolar —mais objetivada, desenhada num terreno de disputas
e conflitos, mas sob forte influéncia da comunidade matemati-
ca académica, cuja legitimidade social Para essa tarefa tem se
mostrado mais sélida do que aquela conquistada pela comuni-
dade escolar — que se manifestam mais claramente os vinculos
estreitos com a Matematica Cientifica. Contudo, a Matematica
Escolar ndo fica totalmente definida pelos resultados dessa
disputa que se desenvolve fundamentalmente fora dos muros
da escola. H4 que se considerar, ainda, o que a prdtica escolar
vai produzir a partir das prescricges vencedoras, ou seja, como
estas vao se acomodar dentro do processo histérico de produ-
¢ao dos saberes associados a docéncia escolar. E nesse sentido
especifico que se pode dar razdo a Chervel quando diz que a
disciplina escolar é criada na escola, pela escola e para a escola.

Os saberes associados g pratica docente

Assim é que sempre recaimos no terreno da pratica escolar
€, em particular, no campo da pratica docente. Um conceito
que tem conduzido a reflexdes importantes sobre a producéo
de saber na prética docente e, portanto, sobre a constituigéio
da Matemdtica Escolar, é o de conhecimento pedagégico do
conteiido (pedagogical content knowledge), elaborado por
Shulman ao desenvolver estudos e pesquisas visando caracte-
rizar o que seria um repertério de conhecimentos necessdrios
a prdtica docente (knowledge base for teaching). Entre as
categorias desse repertério, o autor destaca o conhecimento
pedagogico do conteiido, um amélgama especial de saberes
profissionais, que constitui um modo de entendimento da
disciplina, especifico dos professores (SHULMAN, 1987). Uma
diferenca fundamental desse conceito em relagdo a nocio de
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transposi¢do didatica de Chevallard &, a nosso ver, a fonte que
o engendra como uma construg¢do de saber: a prédtica docente
em sala de aula. Nesse sentido, o conhecimento pedagégico
do conterido ndo é algo que é produzido e regulado a partir
do exterior da escola e que deva ser transladado para ela. Ao
contrario, trata-se de uma construcgdo elaborada no interior das
praticas pedagoégicas escolares, cuja fonte e destino sdo essas
mesmas praticas. Entretanto, ndo se pode deixar de notar uma
certa simplificagdo do papel da pritica docente na producio do
saber profissional que ainda permanece implicita na proposicio
de Shulman: o conhecimento pedagdgico do contetido nao vai
muito além de uma forma de cumprir bem as prescri¢cées, ou
seja, ensinar “competentemente” ou “eficientemente” aquilo
que se encontra prescrito nos curriculos escolares.

Tardif et al. (1991) descrevem a pratica docente na escola
como uma atividade complexa correspondente a um espaco
de produgdo de saberes diversificados. E, ao confrontarem os
saberes construidos na experiéncia com os saberes académicos
do processo de formagéo inicial ou com as préprias prescricées
curriculares, esses autores se referem a uma relacio critica:

Os saberes da experiéncia adquirem também uma cer-
ta objetividade em sua relagdo critica com os saberes
curriculares, das disciplinas e da formagédo profissional.
[...] Os professores ndo rejeitam em sua totalidade os
outros saberes; pelo contrdrio, eles 0s incorporam a
sua pratica, porém re-traduzindo-os em categorias do
seu préprio discurso. Nesse sentido a pratica aparece
como um processo de aprendizagem através do qual
os professores re-traduzem sua formagdo e a adaptam
a profissdo, eliminando o que lhes parece inutilmente
abstrato ou sem relacdo com a realidade vivida. (TARDIF
et al.,, 1991, p. 231, grifo nosso)

Essa retradugéo critica dos saberes da formagéo opera-
da pela prética é, naturalmente, incorporada 2 Matemdtica
Escolar. Em vista disso, torna-se fundamental investigar esse
processo de selegédo, de adaptacdo e de producio de saberes
que se desenvolve na prética profissional docente. Gauthier
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et al. (1998) apresentam um estudo em que sdo analisadas 42
sinteses de pesquisas (cobrindo cerca de 4.700 artigos, no total)
arespeito dos saberes profissionais dos professores. O estudo
procurou identificar e categorizar elementos de um conjunto
de conhecimentos que os autores denominam saberes da acdo
pedagdgica isto é, conhecimentos, habilidades e competéncias
dos professores, associados diretamente as atividades da sala
de aula. Esses saberes foram agrupados em duas grandes
categorias: a Gestdo da Classe e a Gestio da Matéria. Cada
uma das categorias ainda é dividida em trés subcategorias:
Os saberes que se referem ao planejamento, os que se referem
as atividades de interacdo com os alunos e os que se referem
a avaliagcdo. O estudo descreve elementos que comporiam
um possivel repertério de conhecimentos proprios da pratica
docente escolar. Embora ressaltem sempre as enormes difi-
culdades do empreendimento, Gauthier et al. concluem que
existe, comprovadamente, um saber da acdo pedagdégica e que
hd uma certa convergéncia nos resultados de pesquisas que
tratam da gestdo da matéria e da gestdo da classe. Afirmam
também que a ideia de tal repertério pode ser funcional nas
analises dos saberes docentes.

Os elementos descritos no estudo desses autores ndo se
referem a uma disciplina especifica, mas a aspectos gerais do
processo de educagao escolar basica. Nao temos conhecimento
de nenhum estudo analitico-descritivo desse porte, que trabalhe
com sinteses de pesquisas e se refira particularmente 3 Ma-
tematica Escolar, mas h4 registro de intimeros trabalhos em
que se descrevem, analisam e discutem elementos dos saberes
da agdo pedagdgica de professores de Matemadtica da escola
e, em muitos deles, hd referéncias explicitas ao fato de que a
pratica profissional desempenha um papel fundamental na
estruturacao dos saberes docentes (LEINHIARDT, 1989; BroMME,
1994; LLiNARES, 1998; FIOoRENTINT; M1ORIM, 2001; FIORENTINTI;
JIMENEZ, 2003, entre outros).

A medida que se desenvolvem estudos sobre os saberes
mobilizados pelos professores na acao pedagobgica na escola,
abrem-se possibilidades concretas para que se possa desenvol-
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ver a formacado na licenciatura com base em uma relacdo de
complementaridade com o processo de produgdo de saberes
da pratica docente escolar. Gauthier et al. (1998) exp&em e cri-
ticam duas visGes extremas concernentes as possibilidades de
utilizagdo das pesquisas sobre os saberes da agao pedagoégicano
processo de formagdo dos professores: uma que eles chamam
de “cientificista radical” e a oposta, a “néo cientificista radical”.
A primeira conceberia o repertério de conhecimentos como se
fosse “uma ciéncia do ensino que, por meio da descoberta de
leis, permitiria regular a agdo do professor de forma direta. [...]
[UUma vez estabelecido, esse repertdrio de conhecimentos podera
determinar a agdo pedagdgica e até mesmo as politicas educati-
vas” (GAUTHIER et al., 1998, p. 298). No outro extremo, a ideia
(e um repertério de conhecimentos é inteiramente rejeitada.
Para a concepgdo néo cientificista radical, a prética profissional
clo professor seria demasiado complexa; ndo pode, portanto,
realizar-se obedecendo a critérios ou regras preestabelecidas pela
ciéncia. Gauthier et al. adotam, entdo, uma posigdo de sintese e
esclarecem que, para eles,

[...] os resultados da pesquisa ndo podem determinar a
acdo a ser empreendida, mas simplesmente informar o
professor, leva-lo a refletir sobre o que acontece e sobre
o que ele poderia fazer...(p. 300)

[...] Nessa perspectiva, um dos papéis da pesquisa
consiste em recolher o saber prdtico e em validé-lo
[...] De fato, nem todas as préticas dos professores sdo
automaticamente adequadas; algumas se mostram
provavelmente mais eficazes que outras. Um repertorio
de conhecimentos do ensino ndo pode assim se reduzir
a simples compilacdo das préticas pedagdgicas, mas
deve ser constituido de saberes, de conhecimentos e de
julgamentos dos professores que foram submetidos a
uma validagdo cientifica. Essa validagdo [...] pode ser
realizada por meio de estudo dos efeitos de certas pra-
ticas docentes sobre os alunos; é o método cldssico das
pesquisas processo-produto. A validagao também pode
ser feita através do julgamento dos colegas de profis-
sdo e da confrontagdo de pontos de vista. Em todos os
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casos, entretanto, a experiéncia deve abandonar o seu
carater privado e passar para o dominio ptblico para
ser examinada, analisada, criticada. (Is1p., p. 303)

Tardif, na mesma dire¢do de Gauthier et al., afirma que
os saberes da acdo pedagoégica podem constituir um elemento
fundamental na licenciatura desde que uma reavaliacio do
papel da pratica docente escolar venha a coloci-la no centro
de gravidade do processo de formacgdo. Essa nova visdo da
pratica no processo de formacao, segundo ele, faria com que
a inovacdo, o olhar critico e a teoria estivessem vinculados as
condi¢des reais de exercicio da profissdo; contribuiria, assim,
para a sua transformagcéo. Trata-se, ainda segundo esse autor,
de extrair, do estudo da pratica, principios, conhecimentos e
competéncias que poderdo ser reutilizados na formacido dos
professores (TARDIF, 2002, p. 289-290).

“Ndo saberes” associados a prdtica docente

A nosso ver, uma questdo fundamental no contexto da
andlise das conexdes entre a prética docente, a formacdo na
licenciatura e a Matematica Escolar é a seguinte: a pratica
produz saberes; ela produz, além disso, uma referéncia com
base na qual se processa uma selegdo, uma filtragem ou uma
adaptacdo dos saberes adquiridos fora dela, de modo a torné-
los tteis ou utilizdveis. Mas serd que a prética ensina tudo?

Coloquemos a questdo alternativamente nestes termos: o
processo de formacgdo na licenciatura em Matematica veicula
certos saberes que sdo considerados “intiteis” para a prética
docente. Do mesmo modo, trabalha outros saberes “de forma
inadequada”, com referéncia a essa prética. Além disso, muitas
vezes se recusa — justificando-se de variadas formas, entre as
quais a utilizagdo tdcita do argumento de que isso ndo é objeto
da matemadtica universitdria — a desenvolver uma discussao
sistemadtica com os licenciandos a respeito de conceitos e pro-
cessos que sdo fundamentais na educacgdo escolar bésica em
Matematica (no capitulo 3 veremos vérios exemplos). Pode-se
imaginar que, no caso de saberes intiteis, o problema poderia ser
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contornado através da eliminacéo criteriosa daquilo que fosse
considerado sem sentido para a agdo pedagdgica na sala de
aula da escola. Mas, no caso em que saberes fundamentais a
prética pedagégica escolar ndo sdo devidamente discutidos no
processo de formacédo, a que tipo de recurso pode recorrer o
professor? Esse “néo saber” proveniente de deficiéncias da for-
macao inicial incorpora-se a pratica ou é superado pelo simples
exercicio da experiéncia profissional? A pratica docente seria
autossuficiente em rela¢do a producao dos saberes necessdrios
ao seu exercicio, isto é, ela sempre responde convenientemente
as préprias questdes que coloca? A literatura da drea, quando
examinada sob a perspectiva de andlise dessa problematica,
oferece ampla fundamentagio a tese de que a prética docente
escolar ndo pode ser considerada uma instancia capaz de indu-
zir a producdo de todos os saberes associados a agdo pedag6gi-
ca do professor. Sendo assim, a nossa reflexdo sobre esse ponto
é a seguinte: do mesmo modo que se coloca, para o processo
de formacao do professor, a questao de conhecer a natureza
do saber produzido na prética docente, ha que se compreender
também a natureza dos “ndo saberes” associados a essa mesma
prética. Mas, para isso, € preciso situar esses “nao saberes” no
interior do processo de educagdo matematica escolar ao inveés
de concebé-lo, pura e simplesmente, como uma falta em relagdo
ao conhecimento matemaitico cientifico. Do mesmo modo que
os saberes produzidos na experiéncia docente ndo sao vistos
como contribuicdo ao conhecimento matematico cientifico,
esses “nao saberes” também devem ser situados em relacdo a
Matematica Escolar e ndo a Matematica Académica.

Mas, qual seria a diferenca entre compreender esse “néo
saber” como “falta” em relacdo a Matemadtica Cientifica e
alternativamente analisd-lo tomando como referéncia a fu-
tura pratica profissional do licenciando? Examinemos, como
uma ilustragdo, o exemplo dos decimais. Do ponto de vista
da Matemética Cientifica, o decimal é apenas uma forma de
representacdo. Se ndo é importante o que seja efetivamente
um namero real — a abstra¢do fundamental é aquela que o
capta como elemento de uma estrutura especifica, isto €, corpo
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ordenado completo — menos importante ainda seria uma das
formas de representd-lo, especialmente se lembrarmos que
um mesmo ntmero real pode ter mais de uma representacio
decimal. Do ponto de vista da Matematica Escolar, entretanto,
€impossivel pensar em nimero sem pensar em forma decimal.
Esta, em certas situagdes do ensino escolar, é muito mais que
uma simples representacio — ela é o ntimero.

A identificagdo que o aluno faz de um conceito abstrato
com sua representacao concreta € a expressiao de uma fase ne-
cessdria e fundamental do seu aprendizado. Em certo estdgio
da sua relagdo cognitiva com um determinado conceito, essa
identificagdo parece ser a forma possivel de apreendé-lo. O
desenvolvimento do processo deve conduzir a uma relacdo
qualitativamente nova: aidentificagdo com uma forma concreta
nao € mais um expediente precdrio e provisério de apreensao
do conceito, mas, ao contrdrio, ela resulta agora de um amplo
dominio, de uma capacidade de flexibilizagdo que permite
— COMO num processo metonimico — ora tomar uma forma
concreta de representagdo em lugar do préprio conceito, ora a
operagdo inversa, de acordo com as circunstancias. Assim, se o
professor da escola bésica tem, para si mesmo, uma percepcao
confusa da distin¢do entre a nog¢ao abstrata de numero real
e uma de suas formas concretas de representagdo — a forma
decimal — temos ai um exemplo do tipo de “nao saber” a que
estamos nos referindo. Mas, pensar esse “nao saber” como
falha conceitual em relacdo a Matemética Cientifica caracteriza
um reducionismo que acaba por desviar a formacio do pro-
fessor para a discussdo do “contetido” em sua forma abstrata
e académica, secundarizando as questdes concretas a serem
efetivamente enfrentadas na pratica docente escolar.

Sintese

Os condicionantes do processo de escolariza¢do bésica
acabam por conformar uma légica tdcita, a qual orienta a in-
corporagdo dos diferentes saberes a Matemética Escolar. E no
contexto de interagdo com essa légica da prética escolar que
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a légica interna da Matemadtica Cientifica, seus valores, seus
métodos, suas técnicas e seus resultados passam por um pro-
cesso de adaptacdo, filtragdo, revalorizacdo e transformacéo,
tendo como referéncia — implicita ou explicita — o ambiente
educativo em que essas operagdes se realizam. Nao se trata,
entretanto, de procurar transportar integralmente para o pro-
cesso de formacao do professor de Matematica na licenciatura
alégica da pratica escolar, até porque, como aprendemos com
Schon (1983), isso é impossivel. Trata-se de pensar o processo
de formacao do professor a partir do reconhecimento de uma
tensdo —e nao identidade — entre educac¢ao matematica escolar
e ensino da Matemadtica Académica elementar.

O conhecimento trabalhado em qualquer processo de en-
sino é, em si mesmo, educativo e formativo. Isso parece 6bvio,
mas a aceitagdo dessa tese implica a necessidade de uma analise
cuidadosa das relagSes entre o tipo de conhecimento que se
trabalha no processo de formagédo do professor da escola e o
modo como ele vai “absorver as licdes” da pratica profissional,
ou seja, as formas de insercdo no processo de producgdo de
saber e os valores que orientam sua percepcao das questdes
que se colocam na préatica. Nesse sentido, € importante pensar
a questdo da complementaridade entre os saberes da formacéao
e as questoes da pratica. E é entdo que faz toda a diferenca
optar entre as formas de se conceber a Matematica Escolar. Se
a pensamos de uma perspectiva estritamente técnica, como
mera versao “didatizada” da parte elementar da Matemati-
ca Cientifica, o processo de formacdo do professor acaba se
estruturando em torno desta tultima. A formagédo pedagdgica
se incumbiria somente de “fornecer o lubrificante”, como diz
Chervel, para o processo de ensino e a prédtica se tornaria apenas
a instancia de aplicacdo dos saberes da formacao ou, no méxi-
mo, uma referéncia para a detec¢do de elementos que podem
conduzir a um “desvio” do desempenho ideal do professor.
Se, por outro lado, concebemos a Matemdtica Escolar como
uma construcgdo auténoma da pratica escolar e esta como uma
instancia autossuficiente em termos da producéo dos saberes
profissionais, entdo ndo hd muita coisa a ser feita, ou melhor,
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ndo faz diferenca o que se faca no processo de formacgéo do
professor. Mas, se pensamos a Matematica Escolar como uma
construgdo histérica que reflete multiplos condicionamentos,
externos e internos a instituicdo escolar, e que se expressa, em
ultima instancia, nas relacdes com as condic¢des colocadas pelo
trabalho educativo na prépria sala de aula, entdo a referéncia
da pratica profissional efetiva dos professores assume um pa-
pel central no processo de formagéo. £ uma an4lise adequada
das questdes que se colocam dentro dessa pratica — em seus
diferentes aspectos: de producdo, de selecdo, de adaptacéo,
de transmissdo e de caréncia de saberes — que pode fornecer
os fundamentos para sepensar criticamente todo o processo
de formacao.
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Capitulo III

0O conhecimento sobre
os nimeros e a pratica docente
na escola basica

Neste capitulo examinamos uma série de questdes refe-
rentes ao conhecimento matematico sobre 0os nameros, com as
(uais o professor se depara, implicita ou explicitamente, no seu
trabalho docente na escola bésica. Ao identificar o tipo de saber
matemdtico associado ao tratamento escolar dessas questdes e
a0 confrontd-lo com a Matemaética Académica, normalmente
veiculada nos cursos de formacéo inicial do professor, consta-
tamos uma forma especifica de distanciamento entre formagédo
e pratica. Nas trés se¢des que compdem o capitulo discutimos
um conjunto amplo de exemplos que tipificam essa forma,
procurando avangar na compreensdo de sua caracteristica ge-
ral. Abordaremos, em primeiro lugar, o conjunto dos ntimeros
naturais, em seguida o dos racionais e, finalmente, trataremos
de alguns aspectos relativos aos ntimeros reais.

Os nuumeros naturais

Como se sabe, as ideias fundamentais que vao se desen-
volver até a formacao do conceito de nimero natural comecam
a ser elaboradas muito cedo pelas criangas, a partir principal-
mente de atividades associadas a contagem e a ordenacgédo de
objetos. As operagSes de adigdo, subtragdo, multiplicacdo e
divisdo de naturais também tém, em geral, significados for-
temente associados a uma diversidade de situacdes da vida
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cotidiana. E possfvel que uma discussdo aprofundada dos
processos de aquisi¢ao pela criangca dos conceitos relativos
as quatro opera¢des com o0s numeros naturais seja mais im-
prescindivel num curso de formacdo de professores para as
séries iniciais do Ensino Fundamental do que na licenciatura.
Contudo, ao desconsiderar o tratamento de questdes referentes
aos significados e propriedades dessas operacdes, aos algorit-
mos correspondentes e ao sistema de numeracdo decimal, O
curso de licenciatura remete a outras instancias de formacdo a
elaboracdo de saberes que sdo fundamentais na futura pratica
profissional de seus alunos. E verdade que o licenciado em
Matemadtica, de modo geral, ndo ird trabalhar com alunos das
séries iniciais, onde esses topicos sdo apresentados numa pri-
meira abordagem escolar do tema. Entretanto, uma separagao
acentuada entre a formacdo para o trabalho docente nas séries
iniciais e finais do Ensino Fundamental pode contribuir para
intensificar, ainda mais, a descontinuidade que se observa na
passagem dos primeiros para os ultimos ciclos desse estagio
do processo de escolarizagdo. Isso, por si s6, ja coloca uma de-
manda no sentido de que o licenciado conheca a Matematica
que é trabalhada nas séries iniciais.

No entanto, o fato mais importante é que, a partir do
inicio do segmento do ensino bdsico em que atua (quinta série
do Ensino Fundamental), o licenciado em Matematica estara
retomando e ampliando todo o trabalho com os niimeros na-
turais desenvolvido nos ciclos anteriores. Esses niimeros agora
serdo vistos como elementos de um conjunto que, por exemplo,
contém a soma e o produto de quaisquer dois deles, mas ndo
contém sempre a diferenca ou a divisdo; promover-se-a a per-
cepgdo de relagdes entre eles (nimeros primos e compostos,
miiltiplos, divisores, méximo divisor comum, minimo multiplo
comum etc.) e eventualmente serdo estendidas —num processo
pedagogico extremamente complexo —as operacgdes, seus signi-
ficados e suas propriedades para os inteiros negativos, para os
racionais e, a partir destes, para os reais. No desenvolvimento
de cada etapa desse processo de expansao, o professor terd que
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conhecer profundamente, de um ponto de vista relevante para
a sua pratica, os conjuntos que os alunos consideram como o
universo numeérico nos diferentes estdgios da vida escolar. O
professor terd que lidar também com duvidas e concepcoes
incorretas que vao se referir tanto ao novo conjunto, mais
amplo, quanto ao conjunto mais restrito, aquele supostamente
conhecido, que estd sendo ampliado. Essas duvidas e falhas
conceituais que aparecem frequentemente entre os alunos
podem ser associadas a dois aspectos do processo de apren-
dizagem escolar dos sistemas numéricos, os quais tendem a se
sobrepor. O primeiro aspecto refere-se ao fato de que, do ponto
de vista da aprendizagem escolar, a aritmética dos naturais €
um tema complexo, e sua apreensdo em niveis considerados
satisfatérios ndo se esgota no processo que se desenvolve ao
longo das séries iniciais. Assim, o professor tera que lidar com
dificuldades de aprendizagem desse tema que, muitas vezes,
acompanham o aluno até o final do Ensino Fundamental. O
segundo aspecto refere-se ao processo de acomodagdo do co-
nhecimento “novo” e de construgio de um estédgio diferenciado
de compreensdo do conhecimento “antigo”.

Estudos como o de Margaret Brown, dentro do programa
de pesquisa Concepts in Secondary Mathematics and Science —
CSMS (Inglaterra), deixam claro que uma série de dificuldades
com os nimeros naturais se manifesta até o final do periodo
escolar que equivaleria, no Brasil, ao Ensino Fundamental. Por
exemplo, quando foi pedido aos alunos ingleses (em idades que
corresponderiam, aqui, aos tltimos ciclos do Ensino Fundamen-
tal) que escrevessem, em digitos, o nimero quatrocentos mil e
setenta e trés, o indice de acertos foi baixo, como vemos na TAB 1.

,

Tabela 1 — Escrever namero em digitos

Idade (anos) Respostas corretas (%)
2 | 42
13 51
14 ,‘ 57
15 57

(Fonte: BROWN, 1981a, p. 50.)
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Em outra questdo, em que era pedido o valor relativo do

2, no niumero 521.400, o indice de acertos também foi baixo,
como mostra a TAB. 2:

Tabela 2 — Valor relativo do 2 em 521.400

Idade (anos) Resposta correta (%)
12 22
13 32
14 31
15 43

(Fonte: BROWN, 1981a, p. 50.)

Em outra questdo ainda, em que se pedia para efetuar a sub-
tragdo 2.312 - 547, o indice de acertos foi o que se vé na TAB. 3:

Tabela 3 — Conta 2.312 - 547

Idade (anos) ! Resposta correta (%)
12 | 61
13 | 61
14 62
15 66

(Fonte: BROWN, 1981a, p. 50.)

No Brasil, utilizando teste escrito e entrevistas com um
total de 1.270 alunos de 3? a 62 séries do Ensino Fundamental,
em Belo Horizonte e no Rio de Janeiro, Moren et al. (1992)
confirmam a permanéncia de dificuldades com a subtragdo
de nimeros naturais em todos os estdgios pesquisados. Os
dados indicaram também que, em todas as séries, as questdes
referentes ao sistema de numeragédo foram as que apresentaram
maior dificuldade.

Dickson et al. (1993) descrevem e analisam, do ponto de
vista do ensino-aprendizagem escolar, diferentes aspectos do
conhecimento matematico subjacente a construgdo e ao uso
do sistema decimal: a nogdo de agrupamento, a linguagem
envolvida na leitura dos ntiimeros, a ideia de valor relativo do
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algarismo tendo em vista a sua posicdo (de modo especial o
caso do zero), soma e subtracio mentais e estimativas de resul-
tados das operagdes, decomposigcao de nimeros ou reagrupa-
mento, multiplicacdo e divisdo por poténcias de 10. As autoras
se referem também a uma diversidade de pesquisas empiricas
que convergem para a conclusio de que o dominio do sistema
decimal de numeragio é um processo que se desenvolve ao
longo de todo o Ensino Fundamental e que é um dos aspectos
mais complicados da aprendizagem a respeito dos ntimeros®.

Ao sintetizar a se¢do do livro em que discutem o assunto,
elas escrevem:

[...] existem muitas facetas no processo de compreen-
sdo do sistema posicional de numeragdo. Evidéncias
sugerem que algumas das idéias envolvidas ndo sao de
fécil dominio [...] H4 indica¢des de que erros e idéias
incorretas se desenvolvem tanto nas séries iniciais como
nas seguintes e, de fato, 0 dominio desse assunto € in-
completo até o fim do quarto ano da escola secundadria.
(D1cksON et al., 1993, p. 221)*.

Em relagdo as propriedades das operagdes com os natu-
rais, estudos indicam que, em sua pratica docente na escola, o
professor ndo deve tomar como evidente o fato de que a vezes
b resulta no mesmo valor que b vezes a. O mesmo se poderia
dizer a respeito da associatividade: em situagdes do ensino
escolar, ndo é 6bvio que a vezes bc dé o mesmo resultado que
ab vezes c. Virginia Brown relata como a questao da comu-
tatividade do produto aparece como duvida genuina numa
sala de 32 série nos Estados Unidos e descreve como ela, na

* Entre essas pesquisas, as autoras citam um estudo de Luria, publicado em
1969, mas realizado no periodo da Segunda Grande Guerra: investigando um
tipo de lesdo cerebral que acarreta certa dificuldade de lidar com ntmeros
(em inglés, dyscalculia), ele chegou a conclusdo de que os efeitos da doenga
refletem a ordem inversa de apreensao dos conceitos: 0s aspectos mais dificeis
e menos solidamente fixados sdo afetados em primeiro lugar pela doenga.
E em todos os seus pacientes, Luria constatou que as nog¢des referentes ao
sistema posicional de numeracdo foram as primeiras a serem afetadas (cf.
DICKSON et al., 1993, p. 208).
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condig&o de professora, pdde ajudar os alunos na construgdo
de um entendimento fundamentado dessa propriedade (Bro-
WN, 1996). A fundamentacio é realmente importante tendo
em vista que, muitas vezes, a crianca aceita, por exemplo, a
comutatividade da adicdo e da multiplicacdo e, na falta de
um entendimento mais abrangente dos significados das ope-
ragoes, transfere indevidamente a mesma propriedade para a
subtragdo e a divisdo. Um estudo de Margaret Brown detecta
esse tipo de procedimento em alunos da escola inglesa, num
estdgio que corresponderia, no Brasil, a quinta e sexta séries do
Ensino Fundamental. A autora relata que, num problema que
envolve a divisdo de dois htdimeros naturais, 36% das criancas
de 12 anos deram como resposta 26 + 286, enquanto apenas 34%
responderam corretamente 286 +~ 26 (BrownN, 1981D, p- 38). A
pesquisadora infere, com base em entrevistas, que a tendéncia
geral entre os alunos que responderam na forma invertida (26
+ 286), era pensar que as duas alternativas eram idénticas. De
todo modo, nas conclusdes desse estudo ela afirma que, no
maximo, 30% dos alunos de 12 anos da amostra reconheciam
que a divisdo ndo era comutativa. E destaca que os professores
cometem um grande erro quando partem do principio de que
0s conceitos e ideias matemadticas relativas as operagOes com
os naturais foram apreendidas nas séries iniciais.

Por outro lado, como ja foi observado, o processo de
ampliagdo dos conjuntos numéricos que se desenvolve a par-
tir da quinta série do Ensino Fundamental vai colocar para o
professor a questao da extensio das operag¢des com os naturais
para um campo numérico mais amplo — o dos racionais. No
relato de um abrangente estudo, incluindo avaliagGes dos alu-
nos em diferentes estdgios de aprendizagem, Behr et al. (1983)
comentam que sdo comuns regressdes significativas em relacido
ao conhecimento sobre os naturais, quando se desenvolve o
processo de constru¢ido da nogdo de niimero racional. Segundo
esses autores, 0s conceitos trabalhados anteriormente devem
ser nao so6 relembrados, mas progressivamente integrados a
um sistema de ideias mais complexas.

52



O conhecimento sobre os nimeros e a pritica docente na escola béasica

Fica claro que os conhecimentos matemaéticos associados
a discussido dos significados das opera¢bes com os naturais, da
validade de suas propriedades basicas e das vdrias questSes
referentes ao sistema decimal de numeracgdo sdo parte impor-
tante dos saberes profissionais docentes. Mais do queisso, esses
conhecimentos profissionais ndo se reduzem a Matemadtica
certa, do ponto de vista da Matematica Académica. Uma vez
que, na prética escolar, o professor estara lidando com alunos
de diferentes séries e ciclos do Ensino Bésico, o processo de
apreensao dos conceitos vai se encontrar em diferentes estdgios
de elaboracdo entre esses alunos. O desenvolvimento de uma
visdao flexivel e multifacetada do conhecimento matematico
pode contribuir decisivamente para que o professor seja capaz
de dialogar com seus alunos, de reconhecer e validar, quando
for o caso, certos pontos de partida adotados para a construgao
de um conceito ou de avaliar uma determinada elaboraciao
conceitual como adequada para certo estagio, ainda que se
mostre necessdaria uma reelaboracao em estdgios posteriores.

Entretanto, de modo geral, as operacdes de adigdo e mul-
tiplicacdo de naturais e suas propriedades sdo tomadas como
“fatos conhecidos”, saberes anteriores aos pontos de partida
dos programas e ementas curriculares das licenciaturas. Uma
decisdo curricular dessa natureza se ajusta perfeitamente a
visdo que Courant e Robbins, expdem logo na primeira pagina
do primeiro capitulo de sua conhecida obra, em que procuram
explicar “o que é a Matematica™:

Por sorte, os matematicos ndao tém que se ocupar com
o aspecto filoséfico da transi¢do que proporciona a
passagem de cole¢Ses de objetos concretos ao conceito
abstrato de ntimero.

Consideraremos, portanto, como dados, os nimeros
naturais, juntamente com as duas operagoes fundamen-
tais, adicao e multiplica¢do, mediante as quais eles po-
dem ser combinados. (CoOurRANT; RoOBBINS, 1964, p. 8)*

Os matematicos, na condicdo de produtores de conhecimen-
to de fronteira, realmente ndo tém que se ocupar com a questdo
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condigdo de professora, pode ajudar os alunos na construcgio
de um entendimento fundamentado dessa propriedade (Bro-
wnN, 1996). A fundamentacdo é realmente importante tendo
em vista que, muitas vezes, a crianca aceita, por exemplo, a
comutatividade da adi¢do e da multiplicacdo e, na falta de
um entendimento mais abrangente dos significados das ope-
racoes, transfere indevidamente a mesma propriedade para a
subtragdo e a divisdo. Um estudo de Margaret Brown detecta
esse tipo de procedimento em alunos da escola inglesa, num
estdgio que corresponderia, no Brasil, a quinta e sexta séries do
Ensino Fundamental. A autora relata que, num problema que
envolve a divisdo de dois htimeros naturais, 36% das criancas
de 12 anos deram como resposta 26 + 286, enquanto apenas 34%
responderam corretamente 286 = 26 (BrRown, 1981D, p- 38). A
pesquisadora infere, com base em entrevistas, que a tendéncia
geral entre os alunos que responderam na forma invertida (26
+ 286), era pensar que as duas alternativas eram idénticas. De
todo modo, nas conclusdes desse estudo ela afirma que, no
maximo, 30% dos alunos de 12 anos da amostra reconheciam
que a divisdo ndo era comutativa. E destaca que os professores
cometem um grande erro quando partem do principio de que
0s conceitos e ideias matemadticas relativas as operagOes com
os naturais foram apreendidas nas séries iniciais.

Por outro lado, como jd foi observado, o processo de
ampliagdo dos conjuntos numéricos que se desenvolve a par-
tir da quinta série do Ensino Fundamental vai colocar para o
professor a questdo da extensio das operag¢Oes com os naturais
para um campo numeérico mais amplo — o dos racionais. No
relato de um abrangente estudo, incluindo avaliacdes dos alu-
nos em diferentes estdgios de aprendizagem, Behr et al. (1983)
comentam que sdo comuns regressdes significativas em relagao
ao conhecimento sobre os naturais, quando se desenvolve o
processo de construc¢édo da nocdo de ntimero racional. Segundo
esses autores, 0os conceitos trabalhados anteriormente devem
ser nao so6 relembrados, mas progressivamente integrados a
um sistema de ideias mais complexas.
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Fica claro que os conhecimentos matemaéticos associados
a discussio dos significados das opera¢bes com os naturais, da
validade de suas propriedades basicas e das vdrias questoes
referentes ao sistema decimal de numeracdo sdo parte impor-
tante dos saberes profissionais docentes. Mais do que isso, esses
conhecimentos profissionais ndo se reduzem a Matemadtica
certa, do ponto de vista da Matematica Académica. Uma vez
que, na pratica escolar, o professor estara lidando com alunos
de diferentes séries e ciclos do Ensino Bdsico, o processo de
apreensao dos conceitos vai se encontrar em diferentes estdgios
de elaboracdo entre esses alunos. O desenvolvimento de uma
visdo flexivel e multifacetada do conhecimento matematico
pode contribuir decisivamente para que o professor seja capaz
de dialogar com seus alunos, de reconhecer e validar, quando
for o caso, certos pontos de partida adotados para a construgao
de um conceito ou de avaliar uma determinada elaboracao
conceitual como adequada para certo estagio, ainda que se
mostre necessaria uma reelaboracgdo em estdgios posteriores.

Entretanto, de modo geral, as operacdes de adi¢do e mul-
tiplicagdo de naturais e suas propriedades sdo tomadas como
“fatos conhecidos”, saberes anteriores aos pontos de partida
dos programas e ementas curriculares das licenciaturas. Uma
decisdo curricular dessa natureza se ajusta perfeitamente a
visdo que Courant e Robbins, expbem logo na primeira pagina
do primeiro capitulo de sua conhecida obra, em que procuram
explicar “o que é a Matematica™:

Por sorte, os matematicos nao tém que se ocupar com
o aspecto filos6fico da transigdo que proporciona a
passagem de colec¢Ses de objetos concretos ao conceito
abstrato de ntimero.

Consideraremos, portanto, como dados, os nameros
naturais, juntamente com as duas operagdes fundamen-
tais, adicao e multiplica¢do, mediante as quais eles po-
dem ser combinados. (CouraNT; ROBBINS, 1964, p. 8)*

Os matemadticos, na condigao de produtores de conhecimen-
to de fronteira, realmente ndo tém que se ocupar com a questao

53



COLECAO “TENDENCIAS EM EDUCACAO MATEMATICA”

da construgdo do conceito de ntimero e nem com a questio
dos significados das operacdes elementares com os naturais.
Mas, assumir a posi¢do do matematico diante dessas questdes
e desenvolver o processo de formag¢do matemética num curso
de licenciatura a partir de um ponto em que o conjunto dos
naturais € considerado dado, juntamente com as operagoes de
adigdo e multiplicagao, significa ignorar questdes postas pela
propria prética profissional para que se pretende formar o li-
cenciando. Estabelece-se assim uma forma de desconexdo entre
os conhecimentos da formacao e as questdes da pratica escolar.

Eimportante observar ainda que, em termos da prética docente
escolar, uma compreensao significativa do conjunto dos nimeros
naturais ndo € produzida automaticamente como resultado do
estudo desse conjunto utilizando-se uma abordagem formal e l6gico-
dedutiva, em que se definem as operacdes, tomam-se certos fatos
como “principios”, e os outros sdo demonstrados rigorosamente
como consequéncia. Conhecer as operagdes num sentido relevante
para o ensino escolar é muito diferente de conhecer a cadeia que
estabelece a dependéncia l6gico-formal entre as propriedades
estruturais das operagSes, os postulados, as defini¢cdes e os con-
ceitos primitivos adotados. O conhecimento dos ntimeros naturais
como uma estrutura légico-formal nao substitui —em alguns casos
chega até a esconder, através de uma assepsia que elimina tudo
quenao € considerado essencial — o conhecimento desse conjunto
como objeto de ensino escolar. Posto de outra forma, o essencial a
respeito dos niimeros naturais, do ponto de vista da Matematica
Cientifica, nem sempre coincide com aquilo que é considerado
essencial, da perspectiva da Matemadtica Escolar. F.B. Knight, ja
em 1930, comenta que “quando a Aritmética é analisada do ponto
de vista do seu aprendizado pela crianca, um conjunto diferente
de critérios deve ser usado na avaliagdo do que seja dominar o
assunto” (KN1GHT, 1930, p. 161)*

Do ponto de vista segundo o qual se desenvolve o proces-
so de formagao matematica nas licenciaturas, os nimeros s3o
objetos abstratos, desde o principio concebidos e tratados como
tais. As operagdes e suas propriedades bdsicas ndo se conectam
a situagbes concretas que contribuam para o desenvolvimento
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dos processos de negociagdo de significados na escola. Elas se
prestam, fundamentalmente, a esclarecer e informar sobre a es-
trutura aritmética do conjunto N. Na pratica docente escolar, no
entanto, as operagSes aritméticas bédsicas sao usadas também, até
certo estdgio do desenvolvimento da crianca, como instrumento
de apoio no processo de construgao do préprio conceito abstrato
dentimero. De fato, uma das grandes questdes pedagdgicas no
trabalho com as operagdes elementares no ensino escolar é a
construgao de significados para elas e o desenvolvimento da ca-
pacidade deidentificacdo — mediante estratégias que envolvem,
entre outros elementos, um certo dominio da lingua materna —
das situagdes em que uma determinada operacao, e ndo outra,
fornece a resposta correta para um dado problema (DicksoN
et al.,, 1993; HaRT, 1981; Carpenter; MOSER, 1983; GREER, 1992).
Nesses casos, os nameros se referem sempre a objetos concretos.
E aresolugéo correta do problema, ao mesmo tempo que traduz
uma relacao flexivel com a ideia de niimero —uma abstracdao que
se concretiza em situagdes especificas — pode ser também mais
um exercicio de construcao dessa relacdo de flexibilidade. Sobre
esse ponto, mais uma vez, os estudos de Margaret Brown no
projeto CSMS fornecem dados interessantes. Quando ela pediu
a uma amostra de cerca de 500 alunos de 11 anos de idade que
inventassemm um problema cuja solugao fosse dada por uma
determinada conta, o resultado foi o seguinte:

Tabela 4 — Inventar um problema para uma dada conta

Conta Resposta considerada
correta (%)
84 - 28 77
9% 3 60
84+ 28 , 42
Ox 3 45
84x 28 31

(Fonte: BROWN, 1981b, p. 40.)

Além de a multiplicagdo ter se mostrado mais dificil que a
divisdo — embora em termos da execucdo do algoritmo ela seja
considerada mais facil — os resultados indicam que ntimeros
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grandes causam maiores problemas. Vé-se, assim, que o con-
ceito de ntimero ainda nio chegou ao nivel de abstracdo em
que diferengas desse tipo ndo mais importam. A mesma autora,
em sua tese de doutorado, atribui a maior dificuldade com o
significado da multiplicagio e da divisdo a estrutura dessas
operagGes. Segundo ela, numa determinada situagao-problema,
Os nliimeros que sdo somados ou subtraid os referem-se a objetos
similares que sdo combinados ou dissociados. Por exemplo,
para a conta 2 + 3 pode-se pensar em 2 (carros)+ 3(carros) =
5 (carros). Nos casos da multiplicagdo e da divisido, de modo
geral, ndo s6 os objetos envolvidos sdo de classes diferentes,
como também, em cada caso, cada objeto de uma classe tem
de ser associado a um correspondente conjunto de objetos de
outra classe. Para a conta 2 x 3, por exemplo, teriamos que con-
siderar agrupamentos do seguinte tipo: duas pessoas, a cada
pessoa trés carros, 2 x 3 carros no total (Dickson et al., 1993,
p-232). Vé-se que a crianca, em certo estagio de elaboracdo do
conceito abstrato de nimero, ainda se prende de modo pouco
flexivel a grandeza (carros, pessoas, carros por pessoa) a que
ele se refere, e isso pode provocar dificuldades no processo de
producéo de significado para a operacdo.

No trabalho escolar, é importante que o professor seja
capaz de envolver os alunos em um leque de situag¢des did4ticas
adequadas, isto &, situagSes que se colocam como problemas e
que, de algum modo, desafiem os seus saberes anteriores, con-
duzindo a reflexao sobre novos significados e novos dominios
de uso desses saberes. Nesse processo dialético conjugam-se
dois aspectos da aprendizagem: desenvolve-se uma diversi-
Jicagido dos significados concretos dos objetos matemadticos e
uma progressiva integracdo desses significados numa forma
abstrata, cujo sentido é potencializar as possibilidades de uso
em novas situagdes concretas. No caso dos nimeros naturais,
das operag¢Ges béasicas e suas propriedades, o tratamento desses
objetos a partir das definicdes formais e das dedugdes rigoro-
sas constitui, de fato, uma abordagem que elimina a dialética
descrita acima. As definices e as propriedades formais das
Ooperacgdes sdo expressdes tiltimas da identificacdo de todos
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0s seus significados concretos. Posto numa forma extrema,
isso significa que, da perspectiva puramente formal, ndo cabe
a discussdo sobre diferentes significados para a adicdo nem
para a multiplicacdo de ntiimeros naturais: essas operagoes
estao definidas, e dessas defini¢Ses seguem as propriedades.
Formalmente, isso é tudo o que interessa.

De modo geral, nos cursos de licenciatura a divisio de
nameros naturais é abordada num contexto em que o fun-
damental é a existéncia e unicidade do quociente e do resto.
Em outras palavras, trata-se de demonstrar rigorosamente
(isto &, a partir do principio da boa ordem em N ou de seu
equivalente, o principio da indugédo) a seguinte proposicao,
conhecida como o Lema da Divisdo de Euclides: dados dois
naturais a e b, com b > 0, existem dois naturais g e r tais que
a=bgq+r e 0<r<b. Para cada par a,b dado, os naturais q
e r sdo univocamente determinados.

Se o horizonte é desenvolver uma percepc¢do do conjunto
dos inteiros e do conjunto dos polindbmios sobre Q, RouC
como exemplos elementares da estrutura anel euclidiano, en-
tdo o essencial no estudo da divisdo de naturais é, realmente,
o referido argumento da existéncia e unicidade. A cadeia de
resultados, que comecga com o Lema da Divisio, passa pela
expressdo do maximo divisor comum de dois elementos como
combinagao linear deles e vai até o teorema da decomposigio
linica em fatores primos, deve ser cuidadosamente construida
para que a adaptagdo dos argumentos a conjuntos mais gerais,
€m que nao se pode trabalhar com as noc¢ées de maior e menor

* Observe-se, nesse sentido, a definicdo de maximo divisor comum de dois
inteiros positivos dada em Birkhoff e MacLane (1980, p. 19): em lugar da for-
mulagdo natural, mais simples, direta e descritiva que seria “o maior nimero
que divide os dois” — encontrada em praticamente todos os textos escolares
— Opta-se por outra que caracteriza o m.d.c. como o ndmero natural d que
satisfaz a duas propriedades: ‘

a) d € um divisor comum dos niimeros dados;

b) Todo divisor comum dos ntimeros dados é divisor de d.

Esta dltima forma teria a vantagem de ser generalizdvel para dominios ndo
ordenados, ao mesmo tempo que explicitaria o “essencial” da nocgao.
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como se faz nos naturais, traga a luz o méaximo de generalidade
com que se podem pensar essas ideias* (HErsTEIN, 1970, p.
126-153). Desse modo, certos resultados referentes ao conjun-
to dos inteiros e dos polindmios sdo vistos como expressoes
concretas e particulares das caracteristicas de uma estrutura
matemadtica mais geral — a dos anéis euclidianos. Mas, como
vimos, do ponto de vista da prética docente na escola bésica,
o saber essencial sobre os naturais refere-se a outras questoes.
A visdo que unifica formalmente a estrutura dos inteiros e a
dos polindmios ndo parece adequada ao tratamento escolar
das questdes referentes a producao de significados para os
elementos que compdem essas estruturas (as operagdes, suas
propriedades etc.).

Além da questdo dos significados das operagdes com 0s
naturais, do uso desses significados na resolucdo de proble-
mas, da extensdo da ideia de niimero para incluir os inteiros,
racionais e reais, o professor da escola basica vai enfrentar,
ainda, o problema do ensino dos algoritmos para encontrar os
resultados das operagses. O uso dos algoritmos formais para
as operacdes bdsicas, diferentemente do uso das calculadoras,
traz a tona a questdo da légica do seu funcionamento e coloca,
para o professor da escola, a necessidade de uma percepgao
clara dos principios em que se baseia a suajustificativa, ou seja,
a explicacdo das razdes pelas quais eles fornecem os resultados
corretos. Estudos sugerem que muitos dos erros cometidos
pelos alunos ao utilizarem os algoritmos tém origem no fato de
o estudante ndo entender a l6gica segundo a qual o algoritmo
funciona (BArRoOODY, 1987; DicksoN et al., 1993).

Em relacdo ao algoritmo da divisdo, por exemplo, Kni-
ght faz o seguinte comentdrio ao analisar uma lista com doze
exemplos de divisdo de ntimeros naturais:

Do ponto de vista matemético, os exemplos sdo todos
iguais. Todos sdo exemplos de divisdo de naturais e
isto é tudo que h4 para ser dito. Do ponto de vista do
ensino, entretanto, existem importantes diferencas
entre eles. (Kn1GHT, 1930, p. 161)*
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E prossegue explicitando algumas das diferencas entre
os doze casos apresentados: um deles contém dificuldades do
tipo “vai 1”7 em alguma das multiplicagbes que aparecem no
processo de execugdo do algoritmo; em outro caso aparece o
digito zero “no meio” do quociente; outro apresenta dificul-
dades no momento de estimar o valor do primeiro digito do
quociente etc.

Considerando-se, hoje em dia, o uso mais ou menos
generalizado das calculadoras, especialmente no cotidiano
extraescolar, os algoritmos para as operac¢des fundamentais ja
ndo desempenham o mesmo papel no ensino que desempenha-
vam em 1930. Mas, de todo modo, a questdo que se coloca para
um curso de licenciatura atualmente refere-se a necessidade de
se discutir os algoritmos para as operagdes elementares com
base na realidade do processo de ensino e do aprendizado
escolar. Dessa perspectiva, observa-se, antes de qualquer ou-
tra coisa, que ainda hoje ndo hd consenso na discussao sobre
as formas de utilizagdo das calculadoras nas salas de aula da
escola, especialmente quando se relaciona essa utilizacdo com
a eliminagido do ensino dos algoritmos. De todo modo, o fato a
se destacar € que para participar com autonomia das discussoes
que eventualmente se desenvolvam a respeito do assunto em sua
escola, o futuro professor deverd, no minimo, conhecer como os
algoritmos funcionam, a légica operacional deles, as possiveis
dificuldades dos alunos na sua utilizacdo etc. Assim, o conheci-
mento sobre os algoritmos formais ainda continua sendo parte
da demanda da pratica profissional docente na escola bdsica hoje
e, consequentemente, essa questdo se coloca, também, para o
processo de formacgdo na licenciatura. No entanto, ela quase
nunca € discutida nesses cursos.

Os numeros racionais

Do ponto de vista da preparacdo do futuro professor para
o trabalho pedagdgico de construgdo dos ntiimeros racionais nas
salas de aula da escola, a abordagem que se desenvolve na licen-
ciatura pode ser também submetida a fortes questionamentos.
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Ao longo do processo de formag¢do matemaética do professor, o
conjunto dos racionais é visto como um objeto extremamente
simples, enquanto as pesquisas mostram que, em termos da
pratica docente, a sua construgio pode ser considerada uma
das mais complexas operacdes da Matemadtica Escolar.

Os conceitos associados aos nimeros racionais estdo
entre as idéias mais complexas e importantes que as
criangas encontram ao longo dos primeiros anos de
escolarizacdo. A importancia desses conceitos pode ser
vista a partir de diferentes perspectivas: (a) do ponto de
vista prdtico, a habilidade de lidar com esses conceitos
aumenta enormemente a capacidade da crianga de
compreender e manejar uma sé€rie de situagdes dentro
e fora da escola; (b) de uma perspectiva psicolégica, os
nameros racionais constituem um cendrio rico para um
continuo desenvolvimento intelectual; (c) do ponto de
vista da matemadtica, o entendimento dos ntimeros racio-
nais prové os fundamentos sobre os quais as operagoes
algébricas elementares podem ser desenvolvidas. [...] o
conceito de nimero racional envolve um rico conjunto
de subconstrutos e processos integrados, relacionados a
uma gama de conceitos elementares, mas profundos (por
exemplo, medida, probabilidade, sistemas de coordena-
das, gréficos, etc.). [...] esses conceitos aparecem implicitos
numa variedade de problemas e sdo freqiientemente
considerados “faceis”, quando, de fato, muitos deles se
desenvolveram tardiamente na histéria da ciéncia e
nao sdo nada 6bvios para aqueles que nédo os tenham
jé assimilados... (BEHR et al., 1983, p. 91-92)*

Um dos aspectos fundamentais que distingue as constru-
¢cOes formais de Z, Q e R —a partir de N, Z e Q, respectivamen-
te — das sucessivas extensdes dos conjuntos numéricos que se
desenvolvem no processo de escolarizagdo basica é o fato de
que essas construg¢es da Matematica Cientifica visam produzir
uma abstragdo que expresse formalmente as caracteristicas
essenciais de um objeto que, a menos da construg¢do formal,
ja é conhecido. De fato, as vdrias construcdes de R a partir de
Q, por exemplo, tém em comum a qualidade de expressar o
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que jd se sabia ser essencial em R, ou seja, a sua estrutura de
corpo ordenado completo. E por isso que ndo interessa o que
seja cada elemento: se um corte de Dedekind, uma classe de
equivaléncia de sequéncias de Cauchy etc. O que interessa é
a estrutura do conjunto construido, isto €, as relagdes que os
elementos mantém entre si.

As extensOes numéricas que se operam na escola sdo de
natureza totalmente diferente ja que o conjunto e a estrutura
que resultam do processo de extensdo apresentam-se como
um universo genuinamente novo para o aluno. Essa novidade
constitui um elemento fundamental na conformacdo da pratica
docente e afeta decisivamente o tratamento didéatico-pedagé-
gico das varias etapas desse processo. Por exemplo, no caso da
ampliacao dosnaturais aos racionais positivos, o professor tem
que levar em conta que a crianga, até certa altura da sua vida
escolar, apenas reconhece como niimeros os inteiros positivos.
Assim, a aquisicdo da nogao abstrata de nimero racional esta
associada a um longo processo de elaboracgao e reelaboracéao,
quase que elemento a elemento. O professor da escola bédsica
tem que trabalhar com os significados concretos das fragdes e
outros subconstrutos para que o aluno alcance, eventualmente,
aideia abstrata de namero racional, mas esse processo de cons-
trug¢do da abstracdo nao tem como resultado apenas a demons-
tracdo da possibilidade de se exibir formalmente um conjunto
com as caracteristicas essenciais (e ja concebidas) dos racionais.
Ao contrario, este conjunto numérico ampliado, assim como
as relagdes entre seus elementos (0s novos ntiimeros), as novas
formas de representagio, a nova ordem, as novas operagdes
e suas novas propriedades, sdo conhecimentos novos a serem
processados e, eventualmente, assimilados.

No livro Andlise I (FIGUEIREDO, 1975), frequentemente
utilizado como referéncia nos cursos de licenciatura, logo na
terceira pagina do capitulo 1, apresentam-se os simbolos N, Z
e Q para os conjuntos dos nimeros naturais, inteiros e racio-
nais, respectivamente. O autor observa, entdo, que nao estd no
programa do livro fazer um estudo sistemadtico desses trés con-
juntos numéricos. E faz, de passagem, o seguinte comentario:
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Como o leitor deve observar, os numeros racionais
nada mais sdo que as fragdes da Aritmética do cur-
so fundamental. Quando lhe ensinaram a operar
com as fragdes, a rigor, o que se estava fazendo era
definir as operagdes de adi¢do e multiplicacdo. As
propriedades (1) a (6) dessas operagdes enunciadas
a seguir [propriedades que caracterizam a estrutura
corpo — esclarecimento nosso], apesar de usadas
freqlientemente, ndo receberam maior atencgdo. Isto
parece explicdvel, porque os niimeros inteiros gozam
de quase todas essas propriedades. E, na verdade, se
construirmos os racionais a partir dos inteiros, tais
propriedades podem ser deduzidas facilmente de pro-
priedades andlogas para Z. Também foram ensinadas
relagdes do tipo 8/6 =4/3 e 3/1 = 3. No fundo essas
duas relagdes sdo escritas por defini¢do e, portanto,
ndo se demonstram. A primeira define a relag¢ao de
igualdade entre as fragdes, isto é, p/q =r/s se ps =
qr. A segunda igualdade faz uma identificagdo do
conjunto Z com um subconjunto de Q, isto é, com o
subconjunto {p/qeQ: q = 1}. Portanto, com um certo
abuso de linguagem, dizemos que Z é um subconjunto
de Q. (FIGUEIREDO, 1975, p. 3)

Figueiredo descreve, nesse breve trecho, asideias fundamen-
tais envolvidas no processo de construcao formal dos racionais
a partir dos inteiros. Entretanto, como nao se propoe a tarefa de
desenvolver a construcao em detalhes, ele deixa implicita uma
série de identificagdes que, do ponto de vista da nossa andlise,
consideramos interessante explicitar. Assim, para referéncia,
apresentaremos um esbogo da construcao a que ele se refere,
estabelecendo a correspondéncia do processo com os comen-
tarios de Figueiredo (para maiores detalhes, ver, por exemplo,
LaNDAU, 1951):

1. Define-se em Z x Z* a seguinte relac¢do de equivaléncia:

(a,b) ~ (c,d) & ad = bc.

Note-se a ideia de equivaléncia de fra¢des, com a substi-

tuicdo da fragdo a/b pelo par ordenado (a,b). Nos termos

de Figueiredo:
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[...] também foram ensinadas relagdes do tipo 8 /6 =4/3
e3/1=_3. No fundo essas duas relagdes sdo escritas por
definicdo e, portanto, ndo se demonstram. A primeira
define a relagcdo de igualdade entre as fragses, isto &,

p/q=r/sseps=qr”.

2. Define-se Q como o conjunto das classes de equivaléncia
da relagéo ~, isto é, Q é o conjunto (Zx Z*) / ~
Assim, um niumero racional é um conjunto de fragdes
equivalentes, ou seja, “0s ndmeros racionais nada mais sdo
do que as fragdes da Aritmética do curso fundamental”.

3. Definem-se a soma e o produto a partir dos representantes
das classes de equivaléncia e mostra-se que a defini¢do
€ “boa”, isto é, o resultado ndo depende da escolha dos
representantes: (a,b) + (c,d) = (ad + bg,bd) e (a,b) x (c,d)
= (ac,bd). Essas opera¢Ges possuem seus elementos neu-
tros, satisfazem a propriedade comutativa, associativa
etc.,, como decorréncia imediata da definicdo e do fato
de que essas propriedades valem para os inteiros. Evi-
dentemente, a existéncia do inverso multiplicativo ndo
decorre da propriedade correspondente para os inteiros,
mas segue imediatamente da defini¢do de produto dada
acima. Assim,

[...] quando lhe ensinaram a operar com as fragdes, a
rigor, o que se estava fazendo era definir as operagdes
de adicdo e multiplicagdo. As propriedades (1) a (6)
dessas operagdes, enunciadas a seguir, apesar de usa-
das freqiientemente, ndo receberam maior atengéo. Isto
parece explicdvel, porque os ntimeros inteiros gozam
de quase todas essas propriedades. E, na verdade, se
construirmos os racionais a partir dos inteiros, tais
propriedades podem ser deduzidas facilmente de
propriedades andlogas para Z.

4. Finalmente, define-se Z = { (a,1), ac Z } e uma funcao f:
Z — Z,pondo f(x) = (x,1). Prova-se que f é uma bijegdo
que preserva as operagdes, isto €, um isomorfismo que
identifica a estrutura de Z com a de Z, (esta ultima,
“herdada” de Q).
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Como Figueiredo coloca,

a segunda igualdade faz uma identificagdo do conjunto
Z com um subconjunto de QQ, isto &, com o subconjunto
{p/q € Q: q = 1}. Portanto, com um certo abuso de
linguagem, dizemos que Z é um subconjunto de Q.

Um aspecto que chama a atengdo numa construgdo desse
tipo é a profusdo de identificagSes entre objetos que, da pers-
pectiva da Matemaética Escolar, ndo é conveniente identificar.
Perseguindo-se a ideia de captar aquilo que é essencial —do ponto
de vista da Matemaética Cientifica — certas diferencas tornam-se
irrelevantes, e dai seguem-se as identifica¢coes. Por exemplo, a
passagem ao quociente na etapa 2 identifica num lance todas as
interpretacgtes escolares concretas (0os chamados subconstrutos)
do conceito de nimero racional, unificando-os num construto pu-
ramente formal: nimero racional é uma classe de equivaléncia de
pares ordenados de inteiros. Entretanto, Behr et al. assinalam en-
faticamente a importancia do papel das diferentes interpreta¢tes
no processo escolar de apreensdo do conceito de ntimero racional:

Andlises dos componentes do conceito de ntiimero
racional sugerem claramente um motivo pelo qual
uma compreensao completa do conceito envolve um
formidavel esforgo de aprendizagem. O nimero racio-
nal pode ser interpretado pelo menos de seis maneiras
diferentes (subconstrutos): comparagao parte-todo,
decimal, razédo, quociente indicado, operador e medida
de quantidades continuas ou discretas. Kieren (1976)
defende a idéia de que um entendimento completo dos
racionais requer, ndo apenas o entendimento de cada
subconstruto separadamente, mas também de como
eles se inter-relacionam. Andlises te6ricas e evidéncias
empiricas recentes sugerem que diferentes estruturas
cognitivas podem ser necessdrias para lidar com os
diferentes subconstrutos.

Varios estudos identificaram estdgios no pensamento
das criangas sobre os racionais, examinando a gradual
diferenciacéo e progressiva integracdo de subconstrutos
diferentes. Um dos aspectos importantes desses estudos
tem sido observar se sujeitos que tém uma determinada
performance, num certo estdgio, em tarefas relativas a
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um dado subconstruto, apresentam resultados no mes-
mo nivel em tarefas envolvendo outro subconstruto.
(BeHR et al., 1983, p. 92-93)*

Um outro aspecto que se destaca na concepcao formal
do conjunto dos racionais refere-se as operagdes. Assim
como os diferentes subconstrutos associados ao conceito de
nimero racional ficam subsumidos na forma abstrata de um
conjunto quociente, os significados das operagdes se eludem
nos algoritmos que as definem. De fato, as defini¢des formais
das operag¢des com o0s racionais ndo passam de algoritmos
para o calculo dos resultados e as propriedades se deduzem
imediatamente, como observa Figueiredo, de suas andlogas,
jd estabelecidas entre os inteiros. No entanto, em termos dos
significados, as conexdes entre as operagdes nesses dois cam-
pos numéricos nao se mostram de modo tdo claro. Por exem-
plo, por que%Jr-‘c7 = f%b.‘l enquanto —ZX ;— = % ? Sabendo-se
que 3 x 2+5)=3x2 + 3 x 5, por qual motivo deve-se esperar que
%x(% +2) seja igual a _‘;'-x§+§x§" ? Em outras palavras, por que a
propriedade distributiva da multiplicacao em relacdao a adi-
cdo deve permanecer vdlida entre os racionais? Em principio,
poderiamos estender as opera¢Ses para os racionais de modo
que algumas das propriedades ndo se mantivessem. Por que
a extensao é feita de um modo e nao de outro? E por que per-
manecem validas todas as propriedades fundamentais?

Se o objetivo é a formacdo matematica do professor do
ensino basico, a elaboracado de respostas para essas perguntas
conduz, necessariamente, a uma discussao a respeito dos sig-
nificados das operagdes entre os naturais e como elas devem
ser estendidas para os racionais de modo a que, no processo,
esses significados também se generalizem para o novo campo
numérico. A argumentacdo formal — quando restritas aos intei-
ros, as operagdes em Q produzem os mesmos resultados que as
operagdes definidas em Z; as propriedades das opera¢des em
Q decorrem imediatamente das defini¢coes e das propriedades
andlogas em Z — pressupde jd definidas as operagdes em Q e
apenas confirma o fato de que essas defini¢cbes sdo “boas”,
desde que o objetivo predeterminado seja manter vdlidas as
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propriedades (comutativa, associativa, distributiva etc.). Da
perspectiva da préatica docente escolar, nota-se a insuficiéncia
eainadequagdo dessa forma de ver as relagSes entre os inteiros
e os racionais. Reduzido a esse formalismo, o entendimento
do processo de extensdo dos campos numéricos pode projetar
uma visdo da Matemaética como um jogo, cujas regras sdo dadas
arbitrariamente. Mas ao processo de escolarizagdo bdsica em
Matematica interessa enfatizar que as defini¢des das operag¢des
e as propriedades mantidas no novo campo s80 essas — € nao
outras — porque a utilizagdo empirica dos novos nameros im-
poe isso e ndo uma decisdo arbitraria ou alguma imposicdo de
natureza puramente l6gica e “interna” a Matemadtica. M. Kline
comenta essa questdo do seguinte modo:

Quando usamos a adicao de fracdes em situacoes reais,
para somar % com % por exemplo, nés reduzimos
ambas a sextos e entdo somamos % com % para
obter % Entretanto, quando multiplicamos fragoes,
multiplicamos os numeradores e os denominadores
de modo que ¥ x = I/ . Poderfamos somar fracGes
somando os numeradores e os denominadores para
obter ¥ + Y = %, . Por que ndo usamos esse método?
E mais simples, mas ndo se adapta as situagdes empi-
ricas. Como outro exemplo, poderiamos considerar
o produto de matrizes. O uso que se faz das matrizes
requer que a multiplicacdo seja ndo comutativa, embora
fosse possivel definir uma multiplicagdo comutativa de
matrizes. Uma vez que a multiplicagdo deve ser ndao co-
mutativa, os fundamentos légicos da teoria se ajustam
a esse fato. Portanto, a 16gica ndo dita o contetido da
matemadtica; o uso é que determina a estrutura 16gica.
A organizagdo l6gica é posterior e constitui, essencial-
mente, um ornamento (KLINE, 1974, p. 51).*

A medida que se ampliam os conjuntos numéricos e se
estendem as operagdes para 0s novos campos, os significados
dessas operagdes vao tomando um sentido mais amplo e mais
geral e, talvez se possa dizer, mais algébrico. Algumas no¢oes
associadas a esses significados permanecem, enquanto outras
(por exemplo, a identificagdo da ideia de multiplicagdo com
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a de uma soma iterada) vao sendo progressivamente supera-
das. Outras, ainda, sdo simplesmente abandonadas, como a
ordem linear, quando se passa dos reais aos complexos. As
questdes que se colocam para o professor da escola — que vai
desenvolver, junto com os alunos, as diferentes etapas desse
processo de expansdo dos campos numéricos —ndo se referem
as defini¢Ses algoritmicas das operagdes ou as demonstragdes
formais da permanéncia de suas propriedades no campo
ampliado. Ao contrdrio, referem-se, fundamentalmente, a
uma compreensdo das razdes pelas quais as operagdes com
0s novos numeros devem ser efetuadas de um determinado
modo e por que algumas propriedades permanecem vélidas.
Uma compreensao tal que permita ao professor conduzir
a discussdo de uma questdo central dentro do processo de
escolarizagdo basica em Matemaética: como estender as ope-
ragOes dos naturais para os racionais positivos e quais as
consequéncias dessa extensdo?

Como se observa, a construcdo do conceito de nimero
racional e o estudo das operagdes nesse campo numeérico en-
fatizam diferentes aspectos e se apoiam em distintos valores
conforme se adote a perspectiva da educagéo escolar ou a da
Matematica Cientifica. Enquanto esta tltima funde numa tnica
expressao — a que sintetiza a esséncia abstrata do conceito, ou
seja, aquilo que lhe dé identidade como objeto matematico
cientifico — as varias formas de se pensar concretamente a
ideia de numero racional, a Matemadtica Escolar faz quase
que o caminho inverso. Como vimos, para o ensino escolar é
fundamental “decompor” a ideia de razdo de inteiros nas suas
diversas formas de manifestacdo e explicitar as suas diferentes
possibilidades de interpretagdo, uma vez que o processo de
construgdo escolar da nogdo de niimero racional se desenvolve
a partir da integracdo progressiva dos varios subconstrutos.
Nesse sentido, o conceito é uma constru¢do em processo, e
ndo um alvo dado e estatico, a ser necessdria e explicitamente
atingido. De maneira andloga, os significados das operagdes
com oS racionais se constroem a partir da discussdo e da andlise
de uma diversidade de situagdes concretas nas quais se torna
necessdrio reconhecer, comparar com 0O caso dos naturais e
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reestabelecer certas relac¢des entre os nuameros, abandonar
outras, inferindo-se, a partir desse processo, a validade das
propriedades. Entdo, como assinala Kline, as propriedades
decorrem dos significados das operagdes, e nao vice-versa.

Para a Mateméatica Cientifica, no entanto, todos os
significados relevantes das operag¢des estdo impressos nas
suas propriedades estruturais (postuladas ou deduzidas das
defini¢Ses formais das operagdes) e estas constituem os instru-
mentos objetivos a ser efetivamente utilizados, em detrimento
das formulacdes menos precisas e das interpretagbes mais
circunstanciais, proprias da Matematica Escolar. Em sintese,
é como se a teoria da Matem4ética Cientifica sobre os racionais
resultasse da acdo de um fortissimo compactador que condensa
(e, portanto, de certa maneira, esconde) uma variedade imensa
de ideias matemadticas em alguns enunciados formais — as defi-
nicdes e os teoremas relativos as propriedades das operagdes.
Entretanto, é numa forma altamente descompactada, mas nao
necessariamente desorganizada — que encerra também um
alto grau de complexidade, mas uma complexidade prépria
da forma escolar — que essas ideias se inserem ou se tornam
operativas na pratica docente na escola basica. A compactagao
intensa e direcionada em seus objetivos opera uma verdadeira
metamorfose, de modo que o objeto de ensino escolar ndo pode
ser identificado com uma simples parte “elementarizada” ou
“didatizada” do objeto de saber cientifico.

O desenvolvimento e a maturagdo de uma concepgao
ampliada de ntiimero, através da progressiva integracdo dos
subconstrutos, ndo se separa do trabalho pedagégico com as
relacdes de ordem, multiplicativa, aditiva etc., em diferentes
situacgdes. A introdugdo de um novo subconstruto aprofunda
o processo de construgédo do conceito abstrato de nuamero
racional, e, a0 mesmo tempo, pode desencadear um processo
paralelo de reelaboragdo e ampliagéo das ideias jd estabeleci-
das no trabalho com os outros subconstrutos. Por exemplo, a
ideia de fragio como expressdo de uma relagéo parte-todo tem
de ser repensada quando se trabalha com fragGes improéprias,
no contexto de medida. Uma operacédo (adicdao ou divisédo)
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envolvendo duas fragdes préprias pode resultar numa fragdo
improépria. A adaptagao da ideia de soma iterada para o pro-
duto de racionais obriga a uma recontextualizag¢do especifica
da associagédo entre multiplicar e aumentar (ou dividir e partir
em pedacos menores), védlida em N, mas ndo em Q*. Em seu
famoso artigo sobre os racionais, On the mathematical, cogni-
tive and instructional foundations of rational numbers, Kieren
(1976) apresenta uma lista de sete subconstrutos relacionados
com a nogdo de niimero racional e descreve para cada um de-
les uma série de atividades e de experiéncias que se referem
aos aspectos cognitivo e didatico dos processos de ensino e
de aprendizagem dos racionais. Kieren prop&e para o ensino
uma imagem do nimero racional como um “conglomerado”
dos diferentes subconstrutos:

Nas sete segOes anteriores deste artigo, diferentes in-
terpretacdes dos ntimeros racionais foram discutidas.
O fato de que os numeros racionais admitem essas
diferentes interpreta¢des ndo é novo. [...] Entretanto,
a principal tese deste artigo é a de que os niimeros
racionais, do ponto de vista do ensino, devem ser
considerados sob todas as formas de interpreta¢do. Do
ponto de vista do curriculo, tem sido comum assumir
implicitamente uma das interpreta¢des dos racionais e
desenvolver as idéias restringindo-se a essa interpreta-
¢do. Isso freqlientemente acarreta que algum conceito
relativo aos racionais torna-se de dificil compreensido
ou entdo que se deixe de enfatizar algum aspecto im-
portante associado a esse conceito.

Essa abordagem singular, que considera apenas uma
interpretagéo, ao invés de uma abordagem multifa-
cetada, que considera vdrias interpretagées, também
afeta a crianca que estd aprendendo. Uma vez que
cada interpretagdo relaciona-se a estruturas cognitivas
particulares, ignorar a idéia do conglomerado ou néo
identificar as estruturas particulares necessdrias ao
desenvolvimento do processo de ensino pode levar a
uma falta de entendimento por parte da crianca. [...]
Sem essa visdo do conglomerado, é facil projetar um
cendrio didatico em que estdo presentes elementos
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contraditérios ou que ndo conduzem de modo adequa-
do ao desenvolvimento de algum conceito relacionado
com os racionais. Por exemplo, se interpretamos o
numero racional apenas como medida, utilizando o
modelo da reta numérica, a multiplicacdo de racionais
ndo é gerada de uma forma natural. O modelo da reta
numérica pode entrar em conflito com um modelo de
drea no desenvolvimento das idéias associadas a estru-
tura multiplicativa. (KIeren, 1976, p. 127)*

Abordaremos, para encerrar esta secdo, a questao referen-
te as formas decimais finitas, confrontando o enfoque usual na
licenciatura com as questdes que se colocam para o professor
na sua prédtica docente na escola.

O aluno, na condi¢do de cidaddo, mantém contato frequen-
te com os decimais finitos em contextos especificos (dinheiro
e algumas medidas usuais, por exemplo, 1,75 metro, 1,5 litro
etc.). Essa é, possivelmente, uma das razdes que levam varios
pesquisadores a considerar os decimais como um dos subcons-
trutos associados ao conceito de niimero racional, isto &, uma
das formas significativas de manifestacdo concreta da ideia de
numero racional. Nesses casos, o nimero decimal representa
sempre uma medida e é acompanhado, portanto, de uma uni-
dade de medir. A ideia de se aproveitar os saberes e vivéncias
dos alunos fora da escola para dar sentido e significado aos
conceitos matemdticos escolares é, certamente, defensdvel,
recomendada e frequentemente utilizada pelos professores. En-
tretanto, Brousseau, num artigo de 1980 em que trata do ensino
dos decimais, alerta para o problema da “evaporacao da unida-
de”, associado a certas formas de abordagem dos decimais. A
questdo que ele levanta € a seguinte: se os decimais sao vistos
apenas como medidas, eles s6 possuem significado quando
acoplados a uma unidade de medir. Isso acarreta problemas
em vdrias situagSes did4ticas, especialmente na discussao das
operac¢des. Por exemplo, 4 x 1,75m poderia ser interpretado
como soma de quatro parcelas iguais a 1,75m, mas como se
poderia produzir significado para 1,75m x 4? Brousseau relata
que, ao examinar os livros-textos escolares da Franga percebeu
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0 seguinte fendmeno: sem nenhuma explicacdo, de uma pagina
para outra, no momento de se trabalhar as OperagOes, o decimal
deixava de se associar a unida de demedida, transformando-se,
atraveés dessa evaporacio da unidade, em um numero “puro”,
Oresultado da operacdo era obtido utilizando-se um algoritmo
adaptado daquele correspondente aos niimeros naturais. Se-
gundo o autor, essa questio est4 presente na tradic¢do francesa
de ensino escolar dos decimais nos anos 1960 e se mantém nos
anos 1970, mesmo apés a reforma. Mas observa que nos anos
1970 a “evaporagio” acontece mais intensamente:

A pura e simples omissio da unidade, sem nenhum
aviso, como se fez sistematicamente depois da reforma
de 1970, é francamente abusiva, mas nos anos 60 ela
era produzida apenas furtivamente, uma vez que a
pressdo dos matemadticos para isolar os objetos sobre
cujas estruturas eles teorizam ainda nao era tdo forte
nessa época (BrRousseau, 1997, D 125)*

Nao h4 duvida de que, numa situacdo concreta, o ntime-
ro esta inevitavelmente associado a algum tipo de unidade,
referida ao contexto. No caso dos nuimeros naturais, as bases
fundamentais do processo de reter o que hd de comum em
diferentes situagées e caminhar no sentido da construcio do
conceito abstrato se desenvolvem, pelo menos em parte, no
periodo pré-escolar da crianca, e cabe a escola o0 aprofunda-
mento desse processo. Mas, no caso dos racionais, promover
esse tipo de elaboragdo constitui, desde o inicio, uma tarefa
essencial da educaciao matemadtica escolar. A ideia, entdao, como
tém sugerido os estudos sobre o assunto, € que o professor da
escola trabalhe com os varios significados, em uma diversidade
de contextos concretos, para que o aluno possa desenvolver
gradativamente a concepgao de niimero em sua forma abstrata.
O processo did4tico escolar atuaria subliminarmente no sentido
de promover a percepcao de que as unidades concretas estio
associadas a situacoes especificas, isto é, sdo circunstanciais,
enquanto a expressdo da medida (ou seja, 0 “nimero”) refere-se
aalgo “comum” a todas as circunstancias. A construcdo da abs-
tracdo se desenvolveria como um processo gradual de separacio
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e de autonomizacio desse “algo comum” em relacdo as unidades
concretas, ou seja, um processo de reconhecimento, ainda que
implicito, do sentido de se trabalhar com a ideia de unidade na
forma abstrata (0o niimero 1). Dessa maneira, o processo, embora
proposto e orientado pelo professor, € vivenciado pelo aluno
de forma intelectualmente ativa, reproduzindo-se condi¢des
semelhantes aquelas em que se desenvolve a construgdo da
nogio de nimero natural e sem se reduzir a uma simples ex-
posicdo do aluno a um produto imposto pelo discurso.

De outro ponto de vista, Sowder et al. (1998) chamam
atenca@o para a necessidade de discutir com os licenciandos a
importancia da natureza e do papel daquilo que se toma como
unidade, ao se trabalhar com os nameros racionais no ambiente
escolar. A capacidade de reconhecer um agregado de objetos,
ou parte de um deles, como uma “nova” unidade pode ser fun-
damental para o tratamento matemadtico de uma determinada
situagdo, para a construgao de certas formas conceituais e para
uma compreensdo mais profunda das estruturas multiplicativas.

[...] trabalhos recentes sobre as estruturas multiplica-
tivas tém focalizado (1) a distin¢do entre o raciocinio
aditivo e o raciocinio multiplicativo e (2) a progressiva
evolucdo de situagBes que demandam o raciocinio
aditivo, nas séries iniciais, para situa¢des que sdo tra-
tadas de modo mais adequado através do raciocinio
multiplicativo, nas séries finais do Ensino Fundamental
[...] A transicdo do raciocinio aditivo para o multipli-
cativo requer uma reconceptualizagdo da nogdo de
unidade. A multiplicagdo pde em cena o trabalho com
unidades compostas ao invés de unidades simples,
o que afeta a construg¢do da nogdo de numero. [...]
Nossa experiéncia indica que poucos professores tém
refletido mais profundamente sobre as implica¢Oes
do papel da unidade na transicdo para a matemadtica
da quinta a oitava série. No entanto, é o foco sobre o
papel da unidade que permite ao estudante perceber
os elementos de um conjunto na forma de agregados,
um processo que amplia consideravelmente a forga do
seu conhecimento matematico.
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A centralidade do raciocinio multiplicativo para o
desenvolvimento de uma compreensao conceitual
de fragdes, decimais, razdes, taxas, proporgdes e per-
centagem [...] é outro aspecto que tem sido apontado
fortemente pelas pesquisas. Com elas, aprendemos que
situagOes que envolvem multiplica¢do e divisdo podem
ser psicologicamente mais complexas do que tém sido
consideradas. (SOwDER et al., 1998, p. 128-129)*

Esses autores consideram ainda, com base em pesquisas
realizadas por alguns deles e por outros pesquisadores junto a
professores da escola, que “para poder elaborar questdes como
essas, que focalizem as estruturas multiplicativas relacionadas
com o dominio dos niimeros racionais, os professores da escola
precisam refletir, eles mesmos, sobre tais questdes” (Ibid, p.
147)*. Entretanto, no processo de formagdo matematica que se
desenvolve nos cursos de licenciatura, os decimais sao vistos
como forma de representacdo dos nimeros e estes, por sua
vez, sdo tratados num contexto e num nivel de abstrac¢io tal
que essas questoes ja ndo fazem sentido.

Outra questdo geral que se coloca para o processo de
formacado do professor da escola basica, com manifestacoes
especificas no caso dos decimais, refere-se ao conhecimento
prévio das dificuldades e misconceptions dos alunos. Como
comentamos no Capitulo 1, muitos estudos apontam esse tipo
de conhecimento como um dos elementos fundamentais do
conjunto de saberes profissionais docentes. Além de ser im-
portante no planejamento e execugdo do trabalho pedagoégico,
esse tipo de conhecimento profissional potencializa positivamente
a comunicagdo professor-aluno e aumenta as possibilidades de
compreensdo, por parte do professor, das duvidas colocadas e/ ou
das estratégias adotadas pelos alunos. No entanto, essa forma
de saber docente ndo parece produzir-se automaticamente a
partir da prética escolar:

[...] pesquisas recentes mostram que h4 falhas na for-
ma como 0s professores entendem o pensamento dos
alunos em determinadas situac¢des didaticas. Em um
pequeno, porém refinado estudo das idéias dos alunos
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a respeito das fung¢des, Even e Markovits ( 1993) relatam
que os professores investigados tém uma percepgao
inadequada das concepgdes dos estudantes e as respos-
tas desses professores as perguntas dos alunos ou sdo
demasiado genéricas ou enfatizam exageradamente os
aspectos algoritmicos, em detrimento dos significados
(STAcEy et al., 2001, p. 207)*.

Ap0s citar outros estudos, Stacey et al. concluem afirman-
do que “essas pesquisas indicam a necessidade de que o ensino
seja baseado num conhecimento acurado das dificuldades dos
alunos” (IBIp, p. 207).

Também com relagdo a esse aspecto, a abordagem dos
sistemas numéricos nas licenciaturas mostra-se, de modo ge-
ral, inadequada: além de ndo considerar, no desenvolvimento
da formacdo matematica, as imagens e as concepg¢des que 0s
licenciandos trazem da escola para o processo de formagao,
também ndo costuma discutir as dificuldades dos alunos da
escola bésica com os decimais, algumas delas ja extensivamente
estudadas e referidas na literatura. Vejamos alguns exemplos.

Na pesquisa do CSMS, M. Brown desenvolveu a parte do
trabalho referente aos decimais. O primeiro tipo de dificuldade
que ela relata é o seguinte: alguns alunos tendem a ver o deci-
mal como composto de dois ntimeros naturais separados por
uma virgula. Isso leva, por exemplo, a considerar 0,8 menor
que 0,75 ou, de modo andlogo, 4,9 menor que 4,90 (BROWN,
1981a, p. 51). Brousseau também comenta essa questdo: “com
essa concepgao, muitos alunos terdo dificuldade de imaginar
um ntimero entre 10,849 e 10,850 ” (BROUSSEAU, 1997, p.125).
Esse mesmo tipo de misconception se manifesta nas respostas
apresentadas a seguinte questéo: “quanto resulta se somarmos
1 décimo a 2,9?” Uma das respostas mais frequentes foi 2,10.
Outras dificuldades se referem a internalizagdo de uma regra
sem a devida compreensao da l16gica subjacente: ao multiplicar
5,13 por 10 alguns alunos apresentam o numero 5,130 como
resultado. Em entrevista, uma aluna inglesa explicou: “meu
pai me ensinou que para multiplicar por 10 basta acrescentar
um zero no final”. Uma outra resposta apresentada para essa
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mesma questdo (o nimero 50,130) configura, ao que parece,
uma combinacdo da regra de acrescentar um zero no final com
a concepcdo de decimal como dois inteiros separados por uma
virgula (BRowN, 198la, p. 52). Brown detecta também uma
série de situacdes que se referem a dificuldade de reconhecer
e fazer uso das “vantagens” que resultam da extensdo da ideia
de ntimero as fracdes e aos decimais. Assim, por exemplo, ela
relata a resisténcia a efetuar a divisdo de 16 por 20 e dar como
resultado um ntimero decimal menor que 1. Alguns alunos
chegam a inverter os termos da conta e dividem 20 por 16, sob
a alegagao de que ndo € possivel dividir um namero por outro
maior que ele. Permanece também a ideia de que “multiplica-
¢do sempre aumenta” e “divisdo sempre diminui”. Reconhecer
corretamente a operacao a ser feitanuma dada situagéo também
oferece dificuldades especiais no caso em que, pelo menos, um
dos niimeros envolvidos é um decimal menor que 1. Numa
determinada questdo foram apresentadas a uma amostra de
alunos de 12 a 15 anos de idade cinco situacdes nas quais eles
deviam indicar, sempre entre seis opgoes oferecidas, a conta
que fornece a resposta correta. Para se ter uma ideia do tipo de
situacdes usadas na questdo, citamos uma delas como exemplo:
“11ma mesa tem 92,3 centimetros de comprimento. Isto represen-
ta quantas polegadas, aproximadamente? (1 polegada equivale
a cerca de 2,54 cm)”. As alternativas apresentadas, para que 0s
alunos escolhessem a mais adequada, foram: a) 2,54 + 92,3 b)
2,54+923 c)2,54-92,3 d)92,3+2,54 e)92,3-254 f) 92,3 x
2 54.Dickson et al. (1993) comentam os resultados dessa questao:

Brown observa que menos de 10% dos alunos de 15
anos apresentaram a resposta correta para todas as cinco
situacdes [...] Isso sugere que o significado das operagGes
de multiplicagdo e divisdo no caso de decimais é muito
dificil para criangas, particularmente em fungao de falsas
generaliza¢3es que sdo feitas a partir de situagdes que en-
volvem ntimeros inteiros (Dickson et al., 1993, p. 318)™.

A prépria Margaret Brown conclui o relato de sua pes-
quisa para o CSMS observando nas Implicacdes para o Ensino:
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Acima de tudo fica claro que a aprendizagem sobre
numeros inteiros e decimais ndo é apenas uma questao
de relembrar os nomes das casas decimais e algumas
regras para as operacgdes, como alguns livros parecem
indicar. [...] Ao contrério, essa aprendizagem envolve
a internalizacdo de uma cadeia de relagdes e conexdes,
algumas vinculadas ao préprio sistema decimal, algumas
a outros conceitos como o de fragdo e niimero racional, a
certas correspondéncias visuais e as aplicagdes no mundo
“real” (BRownN, 1981a, p. 64, aspas no original)™.

Hiebert e Wearne (1986) também descrevem e analisam
dificuldades dos alunos da escola relacionadas com a aprendi-
zagem dos decimais. A pesquisa deles utiliza varias fontes de
informacao sobre essas dificuldades, o que amplifica o conjunto
dos dados e fortalece as conclusées. Uma das fontes consiste
em um acompanhamento, durante dois anos, de cerca de 700
alunos do quarto ao nono ano nos Estados Unidos (o que cor-
responderia, no Brasil, da quarta série do Ensino Fundamental
ao primeiro ano do Ensino Médio). Os autores descrevem e
procuram explicar as origens de certas misconceptions de
alunos da escola béasica, observadas em tarefas relacionadas
com os decimais. Todos os tipos de visdes incorretas que
citamos anteriormente a partir da pesquisa de Brown (1981a)
sdo confirmados por Hiebert e Wearne. Uma dificuldade de
cardter geral que eles notam em relagdo ao trabalho escolar
com 0s decimais € a seguinte:

Estender os conceitos relativos aos nimeros inteiros para
construir referentes que sejam apropriados aos decimais
é um processo delicado. Os alunos tém que reconhecer
as propriedades dos inteiros que sdo extensiveis aos
decimais e aquelas que sdo especificas dos inteiros. [...]
Com algumas excec¢des, sdo os elementos de ordem
semantica que se generalizam para os decimais e o0s
de natureza sintdtica sdo os que néo se generalizam. O
problema que se coloca para os estudantes é distinguir
qual é qual (HieBERT; WEARNE, 1986, p. 204)*.

Prosseguem, entdo, apontando uma série de questdes
que apresentam dificuldades especificas para os alunos da
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escola. Uma delas refere-se a ordenagao, jd indicada em outras
pesquisas. Como vimos, os alunos tendem a transportar a se-
guinteregra dos naturais para os decimais: quanto mais digitos
O numero possui, maior ele é. Hiebert e Wearne pediram aos
alunos que selecionassem o maior entre os decimais a) 0,09 b)
0,385 ) 0,3 d)0,1814. As respostas corretas cresceram de um
indice de 0% na quarta série a 43% no primeiro ano do Ensino
Meédio. A resposta mais frequente em todas as séries foi 0,1814
com uma incidéncia de 44% na sétima e 31% no primeiro ano
(IBID., p. 205). Alguns estudantes tendem a formular o racio-
cinio contrédrio: quanto mais casas decimais tiver o ndmero,
menor ele é. A escolha do ntimero 0,3 como o menor na lista
referida acima indica esse tipo de misconception (indice de 25%
no primeiro ano do Ensino Médio). Respostas dadas a outras
questdes, nesse mesmo estudo e em outros (p. ex., STACEY et
al.,, 2001), confirmam que esse tipo de erro estd presente, de
modo estdvel, entre as imagens dos alunos. Hiebert e Wearne
tentam explicar a origem dessa estranha ideia de ordem entre

os decimais:

[...] os alunos aprendem que os digitos mais a direita
representam menos; em seguida modificam de alguma
maneira essa no¢ao e acabam desenvolvendo a idéia
de que o nimero como um todo é pequeno, se possui
muitos digitos a direita da virgula. (HIEBERT; WEARNE,
1986, p. 206)*

Outra fonte de erros relaciona-se com o significado do zero
na notacao dos ntiimeros decimais. Hiebert e Wearne confirmam
os dados obtidos por Brown (1981a) com relacédo a aplicagdo da
regra de acrescentar um zero no final do ntmero para multiplicar
por 10 e levantam a hipétese geral de que o zero, no registro dos
decimais e nas operagSes com esses numeros, é frequentemente
percebido pelos alunos como um elemento do “maquindrio pro-
cedimental”, ou seja, um instrumento de fazer contas, algo que,
inserido nos lugares devidos, faz com que as regras funcionem.
Por exemplo, ao somar (2 + 0,8), muitos alunos consideram que 2
pode ser substituido por 2,0 mas néo por 2,00. Hiebert e Wearne
relatam ainda que, numa entrevista, um aluno da quinta série, ao
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ser perguntado se 0,7 e 0,70 tinham o mesmo valor, respondeu:
bem, depende do que vocé vai fazer com eles (IBIp., p. 208).

Com relacdo as operacdes com decimais, mais uma vez
ha convergéncia nos dados apresentados pelas diferentes
fontes que Hiebert e Wearne utilizam. Esses autores comen-
tam as falsas generalizagbes dos inteiros para os decimais, as
dificuldades especificas de reconhecer a operacao a ser feita
numa dada situacdo envolvendo decimais e relatam o seguinte
epis6dio: perguntou-se a alunosde 12a 15 anos “quanto custa-
vam n galdes de gasolina, se o prego por galdo era m délares”
e pediu-se que selecionassem, enfre as opgdes oferecidas, a
operagdo a ser feita para obter a resposta correta. Muitos alu-
nos assinalaram a multiplicagao quando n e m eram naturais,
mas optaram pela divisdo quando n e m eram decimais, com
n menor que 1. Hiebert e Wearne apontam ainda outras fontes
de dificuldades de alunos da escola com os decimais: efetuar
contas, fazer a equivaléncia com as fragoes ordindrias e estimar
ou criticar resultados na resolugio de problemas.

Os niimeros reais

Um ndmero real é um corte de Dedekind nos racionais,
isto é, um par (A,B) de subconjuntos nao vazios e complemen-
tares de Q tais que A ndo possui um elemento méaximo, todo
elemento de A é cota inferior para B, e todo elemento de B €
cota superior para A.

Um ntimero real é uma classe de equivaléncia de sequ-
éncias de Cauchy de nimeros racionais, segundo a seguinte
relacdo: duas sequéncias sdo equivalentes se e somente se a
diferenca entre elas converge para zero.

Um ndmero real é uma classe de equivaléncia de intervalos
racionais encaixantes’®, segundo a seguinte relacdo de equivalén-
cia: [a_ b_] ~ [c, d ] se e somente se as sequéncias de nimeros
racionais (a_—c,) e (b, —d, ) convergem, ambas, para zero.

5 Qs intervalos da forma [a_, b ] sdo encaixantes sea <a ., eb = b_,, para
todo n e a sequéncia (b_ - a ) converge para Zero.
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Diante de trés defini¢gdes do mesmo objeto, cabe pergun-
tar: afinal, o que s30 os nmeros reais? Sdo cortes de Dedekind?
Sdo classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy? Sdo
classes de equivaléncia de intervalos encaixantes?

A distincdo entre essas formas de conceber os nimeros
reais nio é relevante para o matemético profissional. O mes-
mo objeto pode ser, pelo menos, trés “coisas” completamente
diferentes, e ndo hd o menor problema. A forma “matemati-
camente cientifica” de conhecer os reais é como um conjunto
cujos elementos se relacionam segundo a estrutura de corpo
ordenado completo. A natureza dos elementos do conjuntonao
importa. E a estrutura que o caracteriza como o sistema dos
ndmeros reais. As trés definigdes citadas sdo apenas exemplos
“concretos” que garantem a existéncia desse tipo de estrutura.
Elon Lima comenta a apresentagio dos reais que desenvolve
em Curso de Andlise (v. 1):

Frisamos, porém, que nosso ponto de vista coincide
com o exposto na p. 511 de [Spivak]:

“f inteiramente irrelevante que um ndmero real seja,
por acaso, uma cole¢é@o de nameros racionais; tal fato
nunca deveria entrar na demonstragido de qualquer
teorema importante sobre niimeros reais. Demonstra-
¢des aceitdveis deveriam usar apenas o fato de que 0s
ndmeros reais formam um corpo ordenado completo...”
Assim, um processo qualquer de construgdo dos nu-
meros reais a partir dos racionais ¢ importante apenas
porque prova que corpos ordenados completos exis-
tem. A partir dai, tudo que interessa € que R € um corpo
ordenado completo.

Uma pergunta relevante €, porém, a seguinte: ao definir
o conjunto R dos niimeros reais nao estamos sendo
ambiguos? Em outras palavras, serd que existem dois
corpos ordenados completos com propriedades distin-
tas? Esta é a questdo da unicidade de R.
Evidentemente, num sentido exageradamente estrito,
ndo se pode dizer que existe apenas um corpo orde-
nado completo. Se construirmos 0s nimeros reais
por meio de cortes de Dedekind, obtemos um corpo
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ordenado completo cujos elementos sdo colegdes de
ndmeros racionais. Se usamos o processo de Cantor, 0
corpo ordenado completo que obtemos é formado por
classes de equivaléncia de seqiiéncias de Cauchy. Sao,
portanto, dois corpos ordenados completos diferentes
um do outro. O ponto fundamental é que eles diferem
apenas pela natureza dos seus elementos, mas nao
pela maneira como esses elementos se comportam.
Ora, ja concordamos, desde o capitulo anterior, em
adotar o método axiomdtico, segundo o qual a nature-
za intrinseca dos objetos matemdticos ¢ uma matéria
irrelevante, sendo o importante as relagbes entre esses
objetos. Assim sendo, a maneira adequada de formular
a questio da unicidade dos ntimeros reais € a seguinte:
existem dois corpos ordenados completos ndao isomor-
fos? A resposta é negativa. (Lima, 1976, p. 47-48, aspas
e itdlico no original)

Agora pensemos na forma como o professor de matema-
tica do Ensino Bésico precisa conhecer esse mesmo objeto. Por
um lado, é fundamental conceber o nimero real como niimero,
o que faz uma grande diferenga, porque, na escola, a ideia de
ndmero ja possui uma histéria de elaboracéo e reelaboragao.
No processo de ensino-aprendizagem escolar essa histéria
vem se desenvolvendo a partir do trabalho com os naturais e
passa pelos inteiros, pelos racionais até chegar aos reais. Ao
longo dela, o aluno se vé na condigdo de reelaborar esquemas
cognitivos para, a cada etapa, acomodar a #0va Nogao de nu-
mero mas esse processo de extensdo se desenrola a partir de
uma concepgao original e nuclear — a de nimero natural. Em
suma, para a Matemtica Escolar, a ideia de ntiimero real vem
estender uma nocao de niimero que ja inclui os naturais e os
racionais. Assim, na escola, 1; 2; 3; 2/5; 0,25 etc. sdo nameros,
mas corte de Dedekind e classe de equivaléncia de sequéncias
ou de intervalos ndo sdo nimeros.

Por outro lado, uma vez que a nogdo do que seja numero
vem sendo ampliada desde a ideia bdsica de nimero natu-
ral, o conjunto dos reais se apresenta para a comunidade
escolar como uma construc¢ao cujo sentido é o de superar
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determinadas limitacdes da nocio anterior de niimero. Assim,
“criar” os reais a partir do nada, ou seja, postular a existéncia
de um corpo ordenado completo e identificar o conjunto dos
numeros reais com essa estrutura configura uma inversao de
rota que entra em conflito com o processo que se desenvolve
na escola. Além disso, com essa abordagem elimina-se (ou
encaminha-se de forma dissonante com o tratamento escolar)
a discussdoa respeito de questdes importantes, entre as quais,
o préprio sentido da ampliagdo de Q. Em termos da educagao
matemadtica escolar, o conjunto dos reais compoe-se de objetos
(ntmeros) que sdo constituidos para dar solugédo a problemas
vistos como insuperdveis no ambito dos nlimeros racionais. A
estrutura de corpo ordenado completo é estabelecida a pos-
teriori. Analogamente ao caso da extensdo dos naturais para
os racionais positivos, ela decorre dos significados dos novos
nimeros e da extensdo, ao novo conjunto, das operagdes eda
ordem ja estabelecidas entre os racionais.

Por todas essas razdes, o exame detalhado das necessidades
que levam a uma nova amplia¢do da nogdo de niimero e anego-
ciacdo de significados para os irracionais constitui elemento fun-
damental no processo de discussdo da ideia de niimero real na
licenciatura. Nesse sentido, a apresentacdo usual dos reais nesses
cursos, em que se valoriza enfaticamente a ideia de estrutura
abstrata, em que os nameros e as operagdes tém seus significados
dados pela estrutura e esta, por sua vez, é constituida através
de axiomas, configura, a nosso ver, uma forma de conhecer os
reais que se desconecta das questOes escolares referentes ao
trabalho com esse conjunto numérico. Na sua prética docente, o
professor da escola deverd ser capaz de discutir com os alunos as
necessidades que levam a consideragao de “ntimeros” que nédo
sdo razdo de inteiros. No desenvolvimento dessas discussoes,
o professor vai lidar com obstdculos, dificuldades e sutilezas
de natureza cognitiva, epistemoldgica ou didatico-pedagdgica.
Um ponto central nesse processo é a questao do 51gmf1cado =
da representagdo do nimero irracional:

Como seria possivel passar dos racionais aos reais
sem descrever o conjunto dos niimeros irracionais? Os
irracionais sdo parte do sistema numérico e sem eles o
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conceito de nimero real é incompleto. Basta descuidar-
se dos irracionais e todo o sistema desmorona. (F1sH-
BEIN et al., 1995, p. 30)*

Nos textos diddticos escolares, o nimero irracional é
apresentado de duas maneiras: um namero que nao se pode
escrever como razio de inteiros ou uma forma decimal infinita
ndo periddica. Ora, se 0 universo numérico dos alunos ainda é
o conjunto dos racionais, nenhuma dessas duas caracterizagoes
tem qualquer significado. Quando néo se sabe o que significauma
forma decimal infinita ndo periédica também néo se sabe o que é
ndamero irracional e vice-versa. Do mesmomodo, se a ideia escolar
de ntimero estd associada, na sua acep¢ao mais ampla, apenas a
uma razio de inteiros, os irracionais ndo sdo niimeros ja que nao
sdo razao de inteiros. Trata-se de uma situacao andloga aquela
de procurar no dicionério o sinénimo para uma palavra cujo
significado ndo conhecemos e encontrar apenas duas palavras, as
quais, também, ndo sabemos o que significam. No final, define-se
o conjunto dos niimeros reais como a unido dos racionais com o0s
irracionais. Fecha-se, assim, um ciclo de inconsisténcias, e nao se
esclarece o sentido de se conceber os irracionais como nimeros
ou o significado que possa vir a ter essa nova espécie de nmero.

Na abordagem usual das licenciaturas, os reais sdo
definidos axiomaticamente e, uma vez assim estabelecidos,
prova-se que existem reais que ndo sdo racionais. Dessa forma,
os irracionais sdo nimeros (reais) “porque” sdo supremos de
subconjuntos ndo vazios e limitados superiormente de um
corpo ordenado completo. Por outro lado, utilizando-se uma
definicao formal de representacgdo decimal prova-se, a partir
dos resultados jd estabelecidos no estudo das sequéncias e
séries de nitmeros reais, que todo numero real admite uma
representacgdo decimal infinita e que a dos irracionais G.e.,
reais que nao sao racionais) ndao ¢ periédica. Estabelece-se,
assim, uma espécie de legitimidade formal para que se adote
nos textos escolares a apresentagdo usual dos irracionais e
dos reais: uma vez garantido o fato de que ndo ha nada mate-
maticamente incorreto em se apresentar os irracionais como
nimeros que ndo sdo fragdes ou como decimais infinitos nao
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periédicos, a questdo pedagobgica referente a introdugao dos
reais para alunos cujo universo numérico é o recém-construido
conjunto dos racionais fica simplesmente esquecida. Desse
modo, o tipo de visdo que se veicula na licenciatura, além de
nédo oferecer alternativas para o tratamento dado nos textos
escolares, ainda legitima uma forma inadequada (no contexto
da educag¢do matemadtica escolar) de apresentacdo da ideia de
namero irracional.

Um dos elementos fundamentais do campo conceitual
(VERGNAUD, 1990)°¢ associado a no¢do de nuimero real é, certa-
mente, a ideia de incomensurabilidade (CARACA, 1984). Vista
da perspectiva escolar, a discussdo da incomensurabilidade
traz a tona a questao da insuficiéncia do conjunto dos ntimeros
racionais e a necessidade de ampliar novamente a nog¢do de nu-
mero para incluir a consideragdo de “quantidades” que nao se
expressam como razdo de inteiros. Conjugada a essa discusséao,
evidentemente faz-se necessdria uma reelaboragao da nogdo do
que seja medir algo, fixada uma unidade. Por outro lado, essa
elaboracdo mais profunda da ideia de medir pode servir de base
para uma abordagem que venha a tornar mais transparente
e compreensivel o vinculo intrinseco da irracionalidade com
0s processos infinitos: um ntimero irracional, por expressar
medidas de segmentos incomensuraveis com a unidade, ndo
pode ser dado por uma fragdo da unidade, mas € sempre uma
soma de infinitas fragdes. Por esse mesmo motivo, um nimero
irracional tem a forma decimal (ou em qualquer outra base,
num sistema posicional andlogo) infinita e ndo periédica.

Ainda que ndo haja consenso a respeito da conveniéncia
de se trabalhar detalhadamente com os alunos da escola bésica
a nogdo de incomensurabilidade em todos os seus aspectos,
parece-nos claro que essa nogado deva ser discutida na licencia-
tura. O fato € que o dominio dos conhecimentos envolvidos no
trabalho com a ideia de incomensurabilidade e sua vinculacédo

®Para a discussdo dessa e de outras ideias de Vergnaud, no contexto de uma
visdo geral da Psicologia da Educag¢ao Matemadtica, ver DA ROCHA FAL-
CAO (2003).
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com o significado dos nameros irracionais pode ser essencial
no desempenho de eventuais tarefas de avaliagdo, sele¢do,
adaptagdo ou mesmo a construcdo e a implementacdo de
possiveis propostas de abordagem escolar do tema “nimeros
reais”. Essas tarefas ndo podem ser consideradas supérfluas
ou desnecessdrias dentro do trabalho docente na escola, tendo
em vista que a abordagem usual do assunto nos textos didati-
cos escolares é problemadtica, como ja comentamos. Por outro
lado, estudos realizados no Brasil e no exterior mostram que,
mesmo entre alunos universitarios, inclusive estudantes do
curso de Matematica, predominam ideias bastante confusas a
respeito da nogdo de incomensurabilidade e suas relagdes com
o significado da irracionalidade.

Fishbein et al. (1995) relatam uma pesquisa com alunos
do Ensino Médio e com licenciandos em Matematica de Israel,
na qual, entre outros itens de um questiondrio, constavam
duas questdes diretamente relacionadas com o assunto. Na
primeira, perguntava-se se € sempre possivel encontrar uma
unidade de medida comum para dois segmentos arbitrarios
de tamanhos diferentes. Na segunda, se é possivel encontrar
uma unidade comum para o lado e a diagonal de um quadrado.
Os resultados foram, em sintese, os seguintes: em turmas de
cerca de 30 alunos para cada um dos trés estdgios pesquisados
(correspondentes, no Brasil, ao primeiro e segundo anos do
Ensino Médio e licenciatura), 37% dos alunos do primeiro ano,
50% dos do segundo ano e 31% dos licenciandos marcaram a
resposta afirmativa na primeira questdo. A resposta conside-
rada correta (nem sempre) foi escolhida por 27% no primeiro
ano, 28% no segundo e 38% na licenciatura, mas apenas um
aluno do primeiro ano, trés do segundo e trés licenciandos
a justificaram de forma aceitavel. Para a segunda questdo, a
resposta considerada correta (nunca) foi assinalada por 30%
no primeiro ano, 16% no segundo e 49% na licenciatura. Justi-
ficativas aceitaveis foram fornecidas por apenas um aluno do
primeiro ano, um do segundo e por todos 0s que marcaram a
resposta certa na licenciatura. Os pesquisadores concluem que
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[...] idéia de incomensurabilidade, mesmo quando
referida especificamente ao caso do lado e diagonal do
quadrado, permanece confusa para a grande maioria
dos alunos do Ensino Médio e para a metade dos
licenciandos da amostra. (FISHBEIN et al., 1995, p. 40)*

No Brasil, Soares et al. (1999) aplicaram um questionario
a 84 alunos do segundo, quarto e sétimo periodos dos cursos
de licenciatura e bacharelado em Matematica da UFMG e da
Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC), numa pesqui-
sa em que se procurava conhecer as concep¢des dos alunos a
respeito de conceitos associados ao sistema dos ntimeros reais.
Algumas perguntas referiam-se a nogao de incomensurabili-
dade e a sua associacdo com o significado dos irracionais. Co-
mentaremos os resultados de trés delas: as questdes 3 e 4, que
foram apresentadas a todos os alunos da amostra, e a questio
11, respondida por 38 deles. Os enunciados foram os seguintes:

Questdo 3: “O que leva vocé a acreditar na existéncia de
numeros irracionais?”

Questao 4: “Vocé quebra uma barra de chocolate em dois
pedagos, ao acaso. E sempre possivel exprimir a razdo
entre os “tamanhos” desses dois pedacos (as dreas deles,
por exemplo) por um ntamero racional?”

Questao 11: “Considere quatro retangulos cujas dimen-
sOes x e y em cm sdo dadas por:

a)x=15;y=35 b)x=15:y=35 x=15.0;y=85,9
d) x=15y2; y =35

Quais desses retdngulos podem ser divididos em um
numero inteiro de quadrados iguais, tracando retas ho-
rizontais e verticais? (Ver figura abaixo.)
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Os autores observam que a questdo 3 visava complemen-
tar a questdo anterior do questionario, em que se perguntava:
“para vocé, o que é um nimero irracional? “A expectativa era
a de que muitos responderiam esta tiltima apresentando as
definicoes escolares (“nimero que nio se escreve como fragao”
ou “decimal infinito ndo periédico”). A questdo 3 procurava
prosseguir o didlogo implicito, como se dissesse: “mas, existe
nimero que ndo € razdo de inteiro?” Ou entdo: “existe namero
que possui representacido decimal infinita e ndo periédica?” A
questdo 4 visava verificar quio frequentemente a possibili-
dade da incomensurabilidade é considerada pelos alunos da
amostra. E a questdo 11 pretendia avaliar se o aluno associa
a irracionalidade da razao dos lados do retangulo com a im-
possibilidade de encontrar uma medida comum, isto €, com a
incomensurabilidade deles.

Das 84 respostas apresentadas a questdo 3, quinze foram
consideradas satisfatérias. Isso significa que mais de 807% da
amostra ndo conseguiu elaborar um argumento que mostrasse
que os racionais nédo nos bastam. Na questao 4, quase 65% dos
alunos responderam nao, mas somente em dois casos essa
resposta foi acompanhada de uma explicacdo satisfatéria. Em
muitas explicagdes dizia-se que “um dos pedagos pode ter drea
irracional e, neste caso, a razdo de suas dreas € irracional”. Na
questdo 11, sete alunos (menos de 20% da amostra) responde-
ram corretamente. Mas nenhum deles explicou porque no caso
d) ndo se poderia subdividir o retdngulo em quadrados iguais.
Os autores comentam os resultados dessa questao:

No caso a) eles [os sete alunos que responderam coz-
retamente] acharam o maximo divisor comum de 15
e 35. Dividindo esse inteiro por 10 e multiplicando o
resultado por ,/7 obtiveram as respostas para 0s casos
b) e ¢). Como isso ndo funciona em d), eles podem ter
concluido que nesse caso a subdivisdo é impossivel,
sem considerar a incomensurabilidade entre abasee a
altura do retangulo dado. (SOAREs et al., 1999, p. 110).

No geral, os autores concluem que
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[...] o contraste racionalidade versus irracionalidade
parece ser percebido pelos alunos como pura formalida-
de [...]. O significado da incomensurabilidade de dois
segmentos, o sentido e a necessidade dos irracionais
passa ao largo de quase todas as respostas. (Ibid., p. 115)

Antonio Miguel, em sua tese de doutorado, desenvol-
ve trés estudos sobre Histéria e Educacdo Matemaética, e no
terceiro aborda o tema “nidmeros irracionais” (MiGUEL, 1993).
Esse estudo, qualificado como histérico-pedagdgico-tematico,
pretendia ilustrar as possibilidades do uso pedagdgico da
Histéria da Matemadtica através da descricdo, andlise e funda-
mentag¢ao de uma proposta de tratamento escolar do assunto’.
Entre outros elementos que constituem o referido estudo, uma
sequéncia de atividades — dirigida ao trabalho com alunos da
oitava série do Ensino Fundamental — é cuidadosamente pla-
nejada com o objetivo de ndo apenas “provocar” um eventual
reconhecimento da possibilidade de que dois segmentos sejam
incomensurdveis mas também desenvolver uma percepgao
do sentido e da necessidade de uma ampliagdo do campo nu-
meérico racional. A formulac¢do dessa sequéncia de atividades
se fundamenta em uma escolha entre as diferentes versoes
histéricas da descoberta da incomensurabilidade e de uma
adaptagdo pedagdgica do processo segundo o qual se teria
chegado a essa descoberta. Assim, procura-se evitar que a
informacgdo de que os racionais ndo medem todos os compri-
mentos — que jd nao € algo naturalmente conjecturdvel — venha
a “cair” sobre os estudantes como uma fatalidade que resulte
apenas da impoténcia deles diante de uma argumentacio l6gica
inquestiondvel. Apés descrever e dar os fundamentos para
o0 uso de certas atividades no estudo (relacionadas com uma
prova “construtiva” do teorema de Pitdgoras e com o algoritmo
euclidiano da divisdo), o autor comenta a estratégia didatico-
pedagdgica adotada, baseada no desenvolvimento de uma
provocacédo que leve o estudante a considerar a posslbﬂldade
da incomensurabilidade de segmentos:

?Para uma discussdo mais ampla das relagdes entre Histéria e Educacio Ma-
tematica ver MIGUEL; MIORIM (2004).
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O estudante, porém, até o momento, desconhece a exis-
téncia de magnitudes incomensuréveis, e o propGsito da
atividade 14 é o de nio apenas fazer com que ele tenha
a possibilidade de aplicar o método das subtracoes su-
cessivas geométrica e aritmeticamente a segmentos que
sdo comensuraveis, como também o de sondar como o
aluno se comporta diante da aplicagdo desse método
a magnitudes incomensurédveis [...]. A reacdo prevista
do aluno nesta atividade de aplicagdo e de sondagem
é que o fendmeno da incomensurabilidade, apesar da
provocacéo, lhe passe despercebido...

O objetivo do texto 8 da p. 31 do EHPO [Estudo His-
térico-Pedagdgico Orientado, esclarecimento nosso] é
o de provocar uma nova dissondncia necessdria para
“transportar” o “ghost” [...] do campo de invisibilidade
para o campo semantico, isto é, ao plano da conscién-
cia. [...] Mas ndo basta contrariar o senso comum. E
preciso também “mostrar” que a negagdo faz sentido.
Mas esse “mostrar”, que implica um “convencer”, nao
poderia recorrer a procedimentos dedutivos abstratos
muito sofisticados que nem estavam disponiveis no
conjunto de conhecimentos matematicos da €poca
e nem teriam o poder de persuasdo necessdrio para
desafiar o senso comum. [...] O poder da vista deveria
ser destruido com algo visivel. Af reside a forca da
“prova” de Hipasus. [...] Daf a possibilidade do seu
aproveitamento did4tico na atualidade. A atividade
16 do estudo histérico-pedagégico-operacionalizado
tem por objetivo fazer com que o estudante, através da
aplicagdo do método das subtragdes sucessivas a rede
de pentdgonos e pentagramas, chegue a conclusdo, de
uma forma provavelmente andloga aquela empregada
por Hipasus, da possibilidade de existéncia de segmen-
tos incomensurdveis. A atividade 15, que a antecede,
procura simplesmente preparar o terreno para isso L]
(M1GuUEL, 1993, p. 223-226, aspas no original)

Em sintese, o que essa proposta de Miguel e as considera-
¢Oes sobre as concepgdes e as imagens dos estudantes a respeito
da ideia de incomensurabilidade nos mostram & que o trata-
mento escolar do assunto é delicado. Com base nas dificuldades
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observadas entre os universitdrios, podemos projetar as dos alu-
nos da escola fundamental e inferir a necessidade do desenvolvi-
mento de alternativas para a abordagem escolar. Nesse sentido,
observa-se a conveniéncia de uma discussdo mais especifica e
aprofundada desse tema no processo de formagao matematica
do licenciando. Entretanto, anoc¢ao de incomensurabilidade nao
costuma ser detalhada e sistematicamente discutida nos cursos
de licenciatura. Isso pode ser inferido da anadlise dos textos que
sdo usualmente utilizados como referéncia basica nesses cursos.

No livro Andlise I (FIGUeIREDO, 1975), referéncia
bibliogréfica muito frequente para a disciplina Andlise Real
nos cursos de licenciatura, o iinico comentdrio a respeito da
nocdo de incomensurabilidade é feito na p. 4, se¢dao 1.2, que tem
o titulo Nimeros Racionais. Apés anunciar as propriedades
que caracterizam a estrutura corpo e afirmar que “¢é imediato
verificar que Q é um corpo”, o texto se refere a disposigao dos
racionais na reta. Sao fixados arbitrariamente dois pontos na
reta (correspondentes aos numeros 0 e 1) e prossegue-se da
seguinte maneira:

Os inteiros sao marcados, facilmente, se usarmos o
segmento de extremidades 0 e 1 como unidade. Os
racionais sdo obtidos por subdivisdao adequada do
segmento unidade. Se imaginarmos 0os nimeros racio-
nais marcados sobre a reta, veremos que eles formam
um subconjunto da reta que é denso no sentido que
esclarecemos a seguir.

Dado um ponto qualquer da reta, poderemos obter
racionais tdo perto dele quanto se queira; basta tomar
subdivisdes cada vez mais finas da unidade. Pode
parecer, pois, que os racionais cobrem a reta R, isto ¢,
a cada ponto de R corresponde um racional. Que isso
nio é verdade jd era conhecido pelos matematicos da
Escola Pitagorica. Sabiam eles que a hipotenusa de um
tridngulo retdngulo isésceles ndo é comensurdvel com
os catetos, isto é, se os catetos tém comprimentoigual a

1, entdo a hipotenusa néo é racional. Portanto, o ponto PP
da reta R, obtido tracando-se a circunferéncia centrada

em O e raio igual a hipotenusa, ndo corresponde a um
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racional. (FIGUEIREDO, 1975, p. 4. Itdlico no original,
grifo nosso)

Em seguida, apresenta-se a demonstracgéo cldssica de que
a hipotenusa do tridngulo retangulo de catetos unitarios nao
tem medida racional (isto é, que o niimero /2 n&o & racional)
e encerra-se a se¢ao com a seguinte consideracéo:

O fato acima demonstrado de que existem pontos de
R que ndo correspondem a elementos de Q indica
uma deficiéncia dos racionais. Procederemos agora
no sentido de obter um conjunto numérico mais am-
plo que o dos racionais e cujos elementos estejam em
correspondéncia biunivoca com 0s pontos de R. (Dois
conjuntos A e B estdo em correspondéncia biunivoca, se
a cada elemento de A corresponde um e somente um
elemento de B e vice-versa.) O conjunto que vai resolver
essa questdo é o corpo dos niimeros reais. (Ibid., p. 5)

Na sequéncia, define-se corpo ordenado e supremo de um
subconjunto de um corpo ordenado. O conjunto dos nimeros
reais é definido como (qualquer) corpo ordenado completo e
ndo se retorna mais a questdo da incomensurabilidade. Num
outro livro que costuma ser adotado na disciplina de Andélise
nas licenciaturas (LiMa, 1989), simplesmente ndo ha qualquer
referéncia a nocao de incomensurabilidade. A nosso ver, essa
pouca (ou nenhuma) atencdo a discussdo da incomensura-
bilidade se deve ao fato de que, ao se definir o conjunto dos
numeros reais de forma axiomadtica, essa discussao perde
sentido. Nessa abordagem, os irracionais nédo sdo os (novos)
entes que serdo acrescentados aos (conhecidos) racionais para
a obtencdo dos reais. Eles sdo simplesmente os reais que ndo
sdo racionais. A existéncia de tais entes em R fica assegurada
porque o conjunto dos racionais ndo é completo e o dos reais é.

Discutiremos a seguir a questdo da representacao decimal
dos reais e, em particular, das formas decimais néo peritédicas
que representam os irracionais. De certo ponto de vista, tudo se
reduz primariamente a uma compreensido do sistema decimal
de registro dos ntimeros naturais. A forma decimal de niimeros
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ndo inteiros ndo passa de uma extensao dessa ideia basica. Da
perspectiva da Matematica Académica essa extensao parece
muito simples, mas a questdo mostra-se problemadtica e de
dificil tratamento no processo de educagdo matematica escolar.
Como comentamos no Capitulo 2, os decimais desempenham,
até certo estdgio da aprendizagem escolar, uma funcdo am-
bigua, porém pedagogicamente importante: eles podem ser
utilizados em certas circunstancias para ajudar na construcgéo
da nocao abstrata de nimero, quando se consideram certos
decimais finitos como um subconstruto associado ao conceito
de ntimero racional; em outras situagdées podem ser vistos como
uma forma de representacdo do namero, isto €, como uma das
maneiras de se regisirar os nimeros racionais ou reais, supon-
do-se sabido o gue é niimero racional ou real; ou, ainda, podem
ser identificados com a prépria no¢do de niimero, no caso em
que se conceituam os irracionais como os decimais infinitos ndo
periédicos. Para alguém que jd domine as ideias envolvidas
nesses processos de abstracdo, o uso das formas decimais em
diferentes situagdes e com sentidos especificos em cada caso se
faz de modo imperceptivel e constitui muito mais uma solugao
do que um problema. Mas, do ponto de vista da formacao do
professor da escola basica é fundamental que essa mistura de
sentidos e significados — crucial nos processos de formacdo e
ampliagdo do conceito abstrato de niimero — seja explicitada,
discutida e analisada criticamente para que possa ser usada de
maneira criteriosa pelo professor e nao se transmute de auxilio
em obstdaculo para o processo de aprendizagem dos alunos. No
caso dos decimais finitos, vimos, na se¢do anterior, como certas
concepgoes e generalizagbes inadequadas podem conduzir a
erros e dificuldades de aprendizagem. Quando consideradas
no contexto dos irracionais, acentuam-se ao extremo essas di-
ficuldades dos alunos porque eles se veem diante do problema
de conciliar a ideia de ntmero com as formas decimais que
representam os irracionais. Essa situacao envolve um conflito
porque a nogao de niimero que os alunos vém construindo e
ampliando gradativamente ao longo de toda a vivéncia esco-
lar aplica-se a quantidades finitas e bem determinadas, mas é
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exatamente essa condicdo fundamental que lhes parece estar
ausente nas formas decimais infinitas, especialmente as nao
periédicas. Tall (1994) comenta:

[...] decimais infinitos sdo fregiientemente vistos pelos
alunos como improprios, no sentido em que “continuam
indefinidamente” e ndo especificam exatamente o valor
limite. A notagdo +/2 =1,414... significa apenas que “a
raiz quadrada de 2 pode ser calculada com quantas
casas decimais se quiser e, com trés casas é 1,414,
Isso ndo significa que o decimal infinito seja o limite
da seqiiéncia de aproximag¢des decimais finitas. As
experiéncias dos estudantes com os nidmeros, na escola
fundamental, se desenvolvem em torno da idéia de
aproximagdes e ndo da de precisdo. O conflito entre
o desejo abstrato pela precisdo e as questdes préticas
ligadas a aritmética leva a conflitos sutis na mente dos
alunos (TALL, 1994, p.1-2, itdlicos e aspas no original,
grifo nosso)™.

No caso das dizimas periédicas, hd sempre a alternativa
de entendé-las e operar com elas a partir das respectivas fragses
geratrizes, mas os decimais ndo periédicos sdo intrinsecamente
misteriosos para os alunos porque, ao que lhes parece, esses
“ntmeros” ndo tém uma origem (ndo resultam da divisdao de
dois “ntimeros”, por exemplo), ndo tém um fim (a representa-
¢ao decimal ndo “termina”) nem uma finalidade (ndo se sabe
bem a que servem).

A identificacdo da representacdo decimal com o resultado
de uma “divisdo continuada” é uma das formas eficientes de
atribuicdo da qualidade de “ntdmero” as dizimas peritédicas.
Quando vistos como resultado de uma divisdo que se prolonga
indefinidamente, na qual se percebe claramente que nunca
aparecera um resto zero, esses decimais sao aceitos como nu-
meros porque ja se parte da fracdo para se obter a dizima, ou
seja, esta tltima j4 se apresenta ao aluno antecipadamente como
nimero. Outros tipos de referéncia também contribuem para
a aceitacdo de certas formas decimais infinitas como ntimeros.
O+/2, por exemplo, é visto como ntimero, mesmo que possua
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uma representacdo decimal infinita nao periédica, porque ja
tem um significado que independe de sua forma decimal: ele
é o “numero” que, elevado ao quadrado, dd como resultado
o 2. Por outra via, o fato de +/2 ser a medida do comprimento
da diagonal do quadrado de lado 1, também garante, de certa
forma, o seu estatuto de namero. Entretanto, quando retirada
desse contexto — em que a condi¢do de nimero ja estd garan-
tida por outros mecanismos — a forma decimal infinita pode se
associar a tudo que é anémalo ou misterioso. Pesquisas mostram
que, embora os alunos tenham a tendéncia de acatar os decimais
infinitos como niimeros, frequenternente se sentem inseguros
ao responder perguntas que “desnaturalizam” essa atitude e
penetram de alguma forma nos significados desses decimais.

Sierspinska (1987) relata uma experiéncia de pesquisa com
alunos da drea de ciéncias humanas num liceu de Varsévia.
Um pequeno grupo de alunos foi incumbido de preparar uma
aula sobre um determinado assunto, a ser apresentada para
seus colegas. Quatro sessdes de encontros da pesquisadora
com o grupo foram realizadas. Na primeira, ela forneceu
informagdes sobre o tema a ser abordado, na segunda e na
terceira desenvolveram-se discussoes visando a preparacgdo da
aula, e na quarta aconteceu efetivamente a aula preparada. No
primeiro encontro, entre outras questdes discutidas, haviam
sido mostradas aos alunos duas formas de justificar a igualdade
0,999... = 1. No segundo encontro, foram retomados alguns
exercicios envolvendo a representagao decimal infinita, entre
eles, a igualdade citada acima e a seguinte pergunta: “E pos-
sivel representar o niimero 123,12345678910111213.... por uma
fracido?” A autora relata que os estudantes tendiam a classificar
esse tltimo decimal como um terceiro tipo de niimero, que nao
seria nem racional nem irracional (SIERSPINSKA, 1987, p. 378)%.

No caso daigualdade 0,999... = 1 Sierspinska descreve as
reacOes dos estudantes as demonstragdes apresentadas, reagdes

8F interessante observar que Fishbein et al. (1995, p. 34-35) relatam a classifi-
cagdo, por alunos do Ensino Médio de Israel, do decimal 34,272727... como
racional e irracional ao mesmo tempo.
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que vao desde a recusa tanto do resultado como da prova, até
a aceitacdo da prova e recusa do resultado (“o resultado é ver-
dadeiro matematicamente, mas ndo logicamente”). Apenas um
aluno, do grupo de seis participantes das discussdes, aceitou,
sem restrigoes, tanto a prova como o resultado.

Soares et al. (1999) colocaram diretamente a 36 alunos
dos cursos de licenciatura e bacharelado em Matematica da
UFMG e da UFSC a seguinte pergunta (compare com a ques-
tdo posta por Sierpinska): “Seja o. = 0,12345678910111213....(as
proximas casas decimais continuam a sequéncia dos naturais).
Pergunta-se: o. é um mimero? Explique sua resposta (SOARES
et al., 1999, p. 106). Embora quase todos os aluncos da amostra
tenham respondido afirmativamente, nenhuma explica¢ao
continha, segundo os autores, uma interpretacao consistente
desse decimal como expressdo de “quantidade” ou de um
ponto na reta, por exemplo. Algumas das explicagdes dadas
sdo citadas no artigo:

o € um numero, pois € uma sequéncia numeérica

o € um nimero, pois é formado por casas decimais que
sdo algarismos

o€ um numero racional pois é uma dizima periédica e po-
derd ser representado na forma de fracao (IBID., p.106-107)

Nessa mesma pesquisa, duas outras questdes referem-se
as formas decimais infinitas. Trata-se das questdes 8 e 9 do
Questiondrio B, cujos enunciados sdo:

Questédo 8: Considere os nimeros x, =0,3 x,=0,33 x,
= 0,333 x, = 0,3333 e assim sucessivamente, isto é, se n
é um numero natural, X, é o nimero decimal da forma
0,333...3 com as n primeiras casas depois da virgula iguais
a 3 e as outras todas iguais a 0. Existe um nimero natural
n muito grande, para o qual x = £ ?

Questdo 9: Considere um ponto C, escolhido arbitraria-
mente no interior de um segmento AB. Comece dividindo
o segmento AB em 10 partes iguais. Depois, divida cada
uma das 10 partes em 10 partes iguais. Continue o pro-
cesso. Serd que depois de um ntimero finito de etapas

94



O conhecimento sobre os nimeros e a préatica docente na escola bésica

desse processo (talvez um ntmero muito grande), o ponto

C vai coincidir necessariamente com um dos pontos de

subdivisdao?

A questdo 8 procurou detectar em que medida ocorre, no
caso da representagao decimal, a identificagdo de um processo
infinito com aquele que se completa em “um nimero muito
grande” de etapas. A questdo 9 € uma “versao geométrica”
da questdo 8. Pedia-se apenas uma resposta simples (sim, ndo
ou ndo sei) sem a necessidade de explicagdes. De 48 alunos,
menos de 40% responderam consistentemente nédo para as duas
questdes, enquanto outros 40% apresentaram o entendimento
de que, pelo menos em uma das duas situagdes, o processo se
esgota para um valor finito. Isso mostra que ha dificuldades
enormes com a ideia de representagao decimal infinita entre
os préprios licenciandos.

Monaghan (2001), num artigo em que comenta as per-
cepgles do infinito em jovens estudantes pré-universitarios,
observa que aideia de infinito possui duas faces que sao intrin-
secamente contraditérias e complementares: o infinito como
processo e o infinito como objeto. O autor afirma que, embora o
infinito também aparega como objeto, paralelamente a ideia de
processo, esta tltima é predominante na percepgao dos alunos.
Monaghan relata que, para muitos deles, os decimais infinitos
sdo “ntimeros infinitos” e o que estd presente nessa forma de
percepcgéao é a ideia de que a representacgéo por infinitos digitos
induz o aluno a identificar o namero com uma “quantidade”
infinitamente grande. Ele diz:

A forca cognitiva do “infinito como processo” €, a
meu ver, a razdo por tras disso. Em Monaghan (1986)
as entrevistas mostraram, repetidamente, estudantes
descrevendo os decimais infinitos como incompletos,
como entidades dinamicas que eram qualitativamente
diferentes dos decimais finitos.

“Eu ndo sei sobre o que estou falando ou com que ntime-
ros estou lidando quando digo 0,333....[...] /4 é umnimero
especifico, mas 0,333... ndo € um niimero especifico. Po-
deria ser qualquer nimero” (MONAGHAN, 1986, p. 249).
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“Bem, um ntmero que ndo termina, vocé ndo pode
definir como um nimero” (Ibid., p. 250)

“Vocé néo vai saber onde parar de colocar os 1’s, vai?
0,111.... ainda ndo é uma resposta definida, €? Nao é
como se dissesse 5. Vocé sabe o que 5 &” (Ibid., p. 246)
(MoNAGHAN, 2001, p. 248-249, aspas no original)*

Monaghan cita uma pesquisa de Vinner e Kidron, reali-
zada em 1985, em que se examina como os alunos do Ensino
Médio de Israel entendem os decimais infinitos. “Somente
quatro, em 91 alunos do segundo ano e 32, de um total de
97 alunos do terceiro ano sabiam da existéncia de decimais
infinitos ndo periédicos” (MONAGHAN, 2001, p. 249)*. Em ou-
tros estudos, nos quais se pede para classificar certos ntimeros
como racionais ou irracionais, é comum a identificagdo das
dizimas periédicas com os irracionais (IGLIORI; S1Lva, 1998;
FisHBEIN et al., 1995, MoNAGHAN, 2001). Nesses casos, como
os decimais j4 foram dados como nimeros, o que parece ocor-
rer € que os alunos tendem a classificar como irracional todas
as formas que carregam algum tipo de “anomalia”. Fishbein
et al. (1995) comentam que “um numero negativo é intuiti-
vamente inaceitdvel, entdo é associado com irracionalidade.
Uma infinidade de casas decimais significa algo que nunca
atinge efetivamente um valor e isso é facilmente associado a
irracionalidade” (p. 35). Veja-se também Igliori; Silva (1998,
p-18) e Soares et al. (1999, p. 115).

Como se vé, as dificuldades envolvidas nos fatos basicos e
fundamentais a respeito dos irracionais sdo muitas e de natureza
diversificada. Afinal, que ntimero poderia ser representado por
uma forma decimal ndo periédica se é impossivel identificar os
digitos da prépria representagdo? Se o aluno é levado a identifi-
car a representagdo com o nimero, quando aquelanédo se pode
expressar, este nao estd bem determinado, ndo é “um valor
exato” e, consequentemente, ndo se trata de um “ntmero”.

Por outro lado, os decimais infinitos ndo periédicos sdo
complicados também porque representam uma soma formada
de infinitas parcelas. A concepgdo corrente de somar é a que
envolve apenas um nimero finito de parcelas, e o resultado é

96



O conhecimento sobre os nimeros e a pratica docente na escola bésica

obtido quando nés somamos essas parcelas, uma a uma, até
chegar ao fim do processo. E claro que isso ndo faz nenhum
sentido para a soma de infinitas parcelas. E preciso que se
venha a conceber o que seja o fim de um processo que, em
ultima instadncia, ndo tem fim. E preciso conceber a soma de
infinitas parcelas como um objeto e abandonar, pelo menos
provisoriamente, a percepg¢ao dela como um processo. Quando
se interpreta o conjunto dos reais como pontos dareta orienta-
da, desenvolvendo-se uma representacdo geométrica para eles,
pode-se mostrar que qualquer forma decimal infinita, além
de se traduzir numa soma de infinitas parcelas, representa
um tnico ponto da reta e, portanto, um nimero real. Uma
argumentacdo geométrica, fundada numa percep¢do da reta
como “continua”, sem “falhas”, pode ser desenvolvida para
se argumentar convincentemente, mas a nogédo de limite per-
manece subliminar. Enfim, parece ndo ser possivel associar,
consistentemente, um sentido numérico para os decimais
infinitos nao periédicos (e, portanto, para os irracionais) sem
enfrentar o desafio de atribuir sentido a certos processos que
se reproduzem indefinidamente, ou seja, que “nao tém fim”.

Os Parametros Curriculares Nacionais (BrasiL, 1998)
recomendam que, ao concluir o Ensino Fundamental, o estu-
dante seja capaz de reconhecer a forma decimal dos irracionais,
o que pressupOe a atribuicdo, na escola, de um significado aos
decimais infinitos ndo periédicos. Isso, por sua vez, implica
alguma forma de discussdo escolar de processos infinitos, seja
no contexto aritmético de uma soma de infinitas parcelas, seja
numa formulacdo geométrica, em que se associa a forma de-
cimal a um ponto da reta (e, portanto, ao comprimento de um
segmento). O que se conclui é que, de um modo ou de outro, o
futuro professor vai lidar com o problema de construir signifi-
cados para as formas decimais infinitas ao apresentar a ideia de
ntimero real na escola bdsica. Nesse caso, dada a reconhecida
sofisticagdo das ideias envolvidas, especialmente quando se
trata de trabalhd-las com alunos da sétima ou oitava série do
Ensino Fundamental, o professor precisa ter acesso a formas
de elaboracdo do conhecimento matematico que viabilizem o
cumprimento de tarefas extremamente delicadas, tais como:
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o decidir sobre que tipos deideias ou conceitos matematicos
seria essencial discutir nesse estdgio de elaboracdo da
nocgao de ntimero real;

e uma vez decidida a discussdo de um determinado conceito
ou ideia, que abordagem adotar, que no¢Ses e conceitos
associados explorar, de que exemplos dispor e em que
conhecimentos anteriores se apoiar para ilustrar a ideia
em discussdo ou facilitar a sua compreensao ou, ainda,
promover a construcdo do conceito por parte do aluno;

e identificar quais argumentos seriam genuinamente con-
vincentes e adaptdveis ao estdgio de desenvolvimento
intelectual e cognitivo dos alunos;

o refletir sobre os tipos de preconcep¢des dos alunos que
favorecem ou se apresentam como obstdculos para a
construcdo dos conceitos a serem tratados;

e analisar quais deficiéncias podem ser identificadas na forma
como o assunto é desenvolvido no livro-texto adotado
e decidir o que fazer, no trabalho em sala de aula, para
superar as deficiéncias reconhecidas no texto etc.

Todos esses pontos se referem a andlises e decisdes que
cabem essencialmente ao professor no exercicio de sua pratica
pedagdégica em sala de aula e que sdo especialmente dificeis,
quando o tema inclui as formas decimais infinitas e a apresen-
tacdo dos ndmeros reais na escola. A nosso ver, é na situagao
em que mais necessita que o professor do Ensino Bésico menos
encontra as pesquisas, estudos e propostas de que possa lancar
mao para experimentar, criticar, refletir, reformular, adaptar e
eventualmente criar formas de abordagem que se ajustem as
necessidades e as condigOes de sua pratica docente. A literatura
nacional e internacional do campo da educagdo matemaética
é, até onde pudemos constatar, relativamente escassa, no que
se refere ao trabalho escolar com as formas decimais infinitas
e mesmo, mais geralmente, no que concerne ao ensino e a
aprendizagem dos ntiimeros irracionais e reais na escola bdsica.

A abordagem usual na licenciatura, por outro lado, se re-
duz a demonstracgao formal da correspondéncia entre nimeros

98



O conhecimento sobre os niimeros e a pritica docente na escola basica

reais e formas decimais, a prova de que a representagao dos
racionais é finita ou periddica e de que, consequentemente, a
dos irracionais € infinita e ndo periddica. Nessas demonstra-
¢Oes, além das defini¢cdes formais de limite de sequéncia e de
forma decimal, utiliza-se um conjunto de resultados e conceitos
relacionados com a estrutura de corpo ordenado completo.
Sao pressupostas também certas propriedades topoldgicas
decorrentes dessa estrutura, as quais garantem a existéncia de
alguns limites que sdo cruciais no processo. Mas esse tratamen-
to apenas institui uma correspondéncia formal entre o decimal
infinito e o limite de uma certa série convergente. Conclui-se
que o significado da forma decimal infinita identifica-se com
o de um limite cuja existéncia é garantida indiretamente por
resultados derivados de uma estrutura que é atribuida, por
definicdo, ao conjunto dos niimeros reais. A situagao do licen-
ciando diante desse processo pode ser sintetizada da seguinte
maneira: ndo sabia o que era uma forma decimal infinita ndo
periddica e continua ndo sabendo. Para a Matemdtica Acadé-
mica, no entanto, tudo esta resolvido: a forma decimal infinita
pode ser vista como uma representacdo do niimero real dado
pelo limite de uma determinada série, limite esse que, em
consequéncia das propriedades dos niimeros reais, existe e é
unico. Nota-se claramente que qualquer tentativa de traducao,
adaptacdo, reformula¢do ou complementacédo dessa forma de
conhecimento sobre os decimais infinitos para uso no contexto
escolar do Ensino Fundamental configura uma tarefa extrema-
mente dificil, mesmo para professores experientes.

Se, por um lado, a abordagem escolar do assunto favorece
a formacao de concep¢des inadequadas, imagens conceituais
precérias, limitadas e inconsistentes, por outro, o enfoque
formal dedutivo da licenciatura, partindo da defini¢do axio-
matica dos reais, pouco ou nada contribui para a superacao
ou a reelaboracdo dessas imagens e concepgdes. Assim, o que
parece ocorrer, na melhor das hjpéteses, é que o licenciado
volta a escola, na condigdo de professor, de posse de um conhe-
cimento sobre os niimeros irracionais e reais profundamente
distanciado das formas (e inadequado as condi¢des) em que
poderia ser utilizado na sua pratica pedagdgica escolar.
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o decidir sobre que tipos deideias ou conceitos matematicos
seria essencial discutir nesse estdgio de elaboragido da
nocao de nimero real;

e uma vez decidida a discussdo de um determinado conceito
ou ideia, que abordagem adotar, que no¢Ses e conceitos
associados explorar, de que exemplos dispor e em que
conhecimentos anteriores se apoiar para ilustrar a ideia
em discussdo ou facilitar a sua compreensao ou, ainda,
promover a construg¢do do conceito por parte do aluno;

o identificar quais argumentos seriam genuinamente con-
vincentes e adaptdveis ao estdgio de desenvolvimento
intelectual e cognitivo dos alunos;

o refletir sobre os tipos de preconcep¢des dos alunos que
favorecem ou se apresentam como obstdculos para a
construgdo dos conceitos a serem tratados;

e analisar quais deficiéncias podem ser identificadas na forma
como o assunto é desenvolvido no livro-texto adotado
e decidir o que fazer, no trabalho em sala de aula, para
superar as deficiéncias reconhecidas no texto etc.

Todos esses pontos se referem a andlises e decisdes que
cabem essencialmente ao professor no exercicio de sua pratica
pedagdégica em sala de aula e que sdo especialmente dificeis,
quando o tema inclui as formas decimais infinitas e a apresen-
tacdo dos ntiimeros reais na escola. A nosso ver, é na situagao
em que mais necessita que o professor do Ensino Bédsico menos
encontra as pesquisas, estudos e propostas de que possa lancar
mao para experimentar, criticar, refletir, reformular, adaptar e
eventualmente criar formas de abordagem que se ajustem as
necessidades e as condigdes de sua pratica docente. A literatura
nacional e internacional do campo da educagdo matemadtica
é, até onde pudemos constatar, relativamente escassa, no que
se refere ao trabalho escolar com as formas decimais infinitas
e mesmo, mais geralmente, no que concerne ao ensino e a
aprendizagem dos ntimeros irracionais e reais na escola bdsica.

A abordagem usual na licenciatura, por outro lado, se re-
duz a demonstracgao formal da correspondéncia entre niimeros
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reais e formas decimais, a prova de que a representagéao dos
racionais é finita ou periddica e de que, consequentemente, a
dos irracionais é infinita e ndo periddica. Nessas demonstra-
¢Oes, além das defini¢des formais de limite de sequéncia e de
forma decimal, utiliza-se um conjunto de resultados e conceitos
relacionados com a estrutura de corpo ordenado completo.
Sdo pressupostas também certas propriedades topologicas
decorrentes dessa estrutura, as quais garantem a existéncia de
alguns limites que sdo cruciais no processo. Mas esse tratamen-
to apenas institui uma correspondéncia formal entre o decimal
infinito e o limite de uma certa série convergente. Conclui-se
que o significado da forma decimal infinita identifica-se com
o de um limite cuja existéncia € garantida indiretamente por
resultados derivados de uma estrutura que é atribuida, por
definicdo, ao conjunto dos niimeros reais. A situacao do licen-
ciando diante desse processo pode ser sintetizada da seguinte
maneira: ndo sabia o que era uma forma decimal infinita ndo
periédica e continua ndo sabendo. Para a Matemdtica Acadé-
mica, no entanto, tudo esta resolvido: a forma decimal infinita
pode ser vista como uma representacdo do niimero real dado
pelo limite de uma determinada série, limite esse que, em
consequéncia das propriedades dos niimeros reais, existe e é
unico. Nota-se claramente que qualquer tentativa de traducgéao,
adaptacgao, reformulag¢do ou complementacédo dessa forma de
conhecimento sobre os decimais infinitos para uso no contexto
escolar do Ensino Fundamental configura uma tarefa extrema-
mente dificil, mesmo para professores experientes.

Se, por um lado, a abordagem escolar do assunto favorece
a formacgao de concepg¢oes inadequadas, imagens conceituais
precdrias, limitadas e inconsistentes, por outro, o enfoque
formal dedutivo da licenciatura, partindo da defini¢do axio-
matica dos reais, pouco ou nada contribui para a superacao
ou a reelaboracdo dessas imagens e concepg¢des. Assim, o0 que
parece ocorrer, na melhor das hipéteses, é que o licenciado
volta a escola, na condigdo de professor, de posse de um conhe-
cimento sobre os niimeros irracionais e reais profundamente
distanciado das formas (e inadequado as condi¢Ses) em que
poderia ser utilizado na sua pratica pedagdgica escolar.
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Sintese

Observamos que o estudo do conjunto dos ntimeros natu-
rais, dos racionais e dos reais normalmente desenvolvido nos
cursos de licenciatura em Matematica ndo contempla uma série
de questées que se associam ao tratamento escolar do tema.
Para cada um dos conjuntos numéricos estudados, pudemos
apresentar exemplos concretos de questdes que se colocam para
o professor na sua pratica pedagdgica na escola, mas que, no
processo de formagdo, ou sdo ignoradas ou abordadas através
de uma ¢ética por demais distanciada do trabalho docente es-
colar. A lista de questdes levantadas e analisadas € numerosa,
mas o trago comum e persistente é o abandono sistematico, no
processo de formagdo, das questdes que se referem a pratica
docente escolar, em favor de uma centralizagdo do foco sobre
questdes que, muitas vezes, sdo relevantes apenas do ponto
de vista da Matemadtica Académica.
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Consideracoes finais

O processo de formacgédo na licenciatura em Matematica
pode se articular com a prética docente escolar de diferentes
formas e em diversos sentidos. Quando termina o processo
de formacao inicial, o licenciado volta a escola na condigdo de
professor, de posse de conhecimentos, crengas e concepgdes
que constituem saberes e ndo saberes novos em relagdo aos que
possuia quando completou a escolarizagdo basica. Os saberes e
néo saberes sdo novos porque os anteriores foram examinados,
reformulados, ampliados, revalorizados, criticados, reelabora-
dos, transformados, substituidos e, talvez, até esquecidos ou
abandonados ao longo do processo de formagdo. Em principio,
a insercdo do licenciado na atividade profissional docente —
subjetividades que se situam diante das condigdes objetivas
da prética — pode se dar, num extremo, contra esses novos
saberes, em intenso conflito com eles ou, no outro extremo, de
forma inteiramente harmonizada, uma passagem continua e
suave da formagédo a pratica. Nesse sentido, a formagao sempre
se articula com a prética e, no limite, até mesmo uma imensa
lacuna entre os dois processos pode ser vista como uma forma
de articulacio. E claro que nenhuma das duas formas extremas
(e improvéveis) é desejdvel. A primeira por razdes 6bvias, e a
segunda, porque desejéd-la pressupde uma aceitagdo incondi-
cional dos valores, das condic¢des de exercicio, dos processos e
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dos resultados da pratica docente escolar, nos termos em que
ela efetivamente se realiza. Essa aceitagdo parece estar longe
de um consenso, no cendrio atual. Assim, € possivelmente em
alguma regido intermedidria do espectro delimitado pelos dois
extremos mencionados que se situam, de fato, as conexdes e
desconexdes entre os conhecimentos matematicos veiculados
na licenciatura e aqueles associados a pratica docente na es-
cola bésica. Este livro pretendeu contribuir para situar mais
precisamente essa regido e compreender mais profundamente
as desconexdes existentes.

Temos dito que desconexdes sdo formas de articulagdo.
Frequentemente os licenciados se veem diante do problemade
desenvolver sua agdo pedagdgica em sala de aula a partir de
uma formacio que ndo lhes proporcionou acesso a discussao
de uma série de questdes fundamentais na prdtica escolar.
Nessas condicdes, qualquer solucdo que se adote incorporara,
de alguma forma, essa falha de formagdo, ainda que ela ndo
implique necessariamente uma dificuldade incontornével. O
problema é que, ao néo se discutir essas questSes na licencia-
tura, interrompe-se um fluxo de saberes que, tendo sua origem
no estudo de dificuldades associadas ao exercicio da propria
prética docente escolar, a ela retornaria através do processo de
preparacdo profissional para essa pratica. A interrupgao desse
fluxo acaba aprofundando o fosso entre duas instancias impor-
tantes de formacao docente: a licenciatura e a pratica na escola.
Por outro lado, uma apresentagdo do conhecimento matematico
absolutizado em sua forma compacta, abstrata e formal — que
contrastamos com as formas do saber escolar no Capitulo 3 —
pode reforcar certos tipos de dificuldades que o professor vai
eventualmente encontrar em sua prética efetiva. A principal
delas, a nosso ver, é a dificuldade de identificar e reconhecer
como legitimas e importantes certas formas de conhecimento
que, embora se distanciem das formas validas da Matematica
Cientifica, sdo cruciais na educacdo bdsica porque se vinculam
ao processo de construgdo escolar do saber matematico. A
hipervalorizagdo da Matemdtica Académica no processo de
formacao estimula o desenvolvimento de concepg¢des e valores
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distanciados da prética e da cultura escolar, podendo dificultar
a comunicacdo do professor com os alunos e a prépria gestdo
da matéria em sala de aula.

Uma sintese bastante compacta do livro poderia ser enun-
ciada nos seguintes termos: entre as vdrias formas de desconexao
do processo de formacdo em relagdo a prdtica, uma especifica
refere-se ao distanciamento existente entre os conhecimentos
matemadticos trabalhados na licenciatura e as questdes que se
apresentam ao professor na sua agiao pedagogica. A explicitagdo
da caracteristica geral dessa forma especifica de (des)articulagido
formacao-prética constitui a principal tese do livro: a formacio
matemdtica na licenciatura, ao adotar a perspectiva e os va-
lores da Matemdtica Académica, desconsidera importantes
questoes da pratica docente escolar que ndo se ajustam a essa
perspectiva e a esses valores. As formas do conhecimento ma-
temdatico associado ao tratamento escolar dessas questdes ndao
se identificam — algumas vezes chegam a se opor — a forma com
que se estrutura o conhecimento matemdtico no processo de
formacao. Diante disso, coloca-se claramente a necessidade de
um redimensionamento da formacdo matemdtica na licencia-
tura, de modo a equacionar melhor os papéis da Matemdtica
Cientifica e da Matemadtica Escolar nesse processo.

Algumas direc¢des segundo as quais se poderia enca-
minhar concretamente tal equacionamento foram aponta-
das neste livro. Outros estudos e pesquisas poderao indicar
novas possibilidades.

103



Referéncias

BAROODY, A. (1987) Children’s Mathematical Thinking. New York:
Teachers College Press.

BEHR, M.; LESH, R.; POST, T.; SILVER, E. (1983) Rational-Number
Concepts. In: LESH, R.; LANDAU, M. (Eds.) Acquisition of Mathe-
matical Concepts and Processes. Orlando: Academic Press, p. 91-126.

BIRKHOFF, G.; MACLANE, S. (1980) Algebra Moderna Bdsica. Rio
de Janeiro: Guanabara 2.

BRASIL (1998) Ministério da Educacdo. Secretaria de Educacdao Fun-
damental. Pardmetros Curriculares Nacionais: Terceiro e Quarto
Ciclos do Ensino Fundamental, Matematica. Brasilia.

BROMME, R. (1994) Beyond subject matter: a psychological topology
of teacher’s professional knowledge. In: BIEHLER, R.; SCHOLZ, R.;
STRASSER, R.; WINKELMANN, B. (Ed.s) Didactics of Mathematics
as a scientific discipline. Dordrecht: Kluwer, p. 73-88.

BROUSSEAU, G. (1997) The theory of didactical situations in mathe-
matics. Editado e traduzido para o inglés por Balacheff, N.; Cooper,
M.; Sutherland, R.; Warfield, V. London: Kluwer.

BROWN, M. (1981a) Place Value and Decimals. In: HART, K. (Ed.)
Children’s Understanding of Mathematics: 11-16. London: John
Murray, p. 48-65.

BROWN, M. (1981b) Number Operations. In: HART, K. (Ed.) Children’s
 Understanding of Mathematics: 11-16. London: John Murray, p. 23-47.

BROWN, V. (1996) Third graders explore multiplication. In: SCHIFTER,
D. (Ed.) What’s happening in math class? Envisioning new practices
through teacher narratives. New York: Teachers College Press, p.
18-24.

CARACA, B.J. (1984) Conceitos fundamentais da Matemdtica. Lis-
boa: S4 da Costa.

105



COLECAO “TENDENCIAS EM EDUCAGCAO MATEMATICA”

CARPENTER, T.P.; MOSER, J.M. (1983) The Acquisition of Addi-
tion and Subtraction Concepts. In: LESH, R.; LANDAU, M. (Eds.)
Acquisition of Mathematical Concepts and Processes. Orlando:
Academic Press, p. 7-44.

CHERVEL, A. (1990) Histéria das disciplinas escolares: reflexdes sobre
um campo de pesquisa. Teoria & Educagio, n. 2, p. 177-229.

CHEVALLARD, Y. (1991) La Transposicion Diddctica: del saber sabio
al saber ensefiado. Buenos Aires: Aique.

COURANT, R.; ROBBINS, H. (1994) Que es la matemdtica? Madrid:
Aguilar.

CURY, H.N. (1995) Retrospectiva histérica e perspectivas atuais da
analise de erros em Educacdo Matematica. Zetetiké, v. 3, n. 4, p. 39-50.

DICKSON, L.; BROWN, M.; GIBSON, O. (1993) Children Learning
Mathematics: A teachers guide to recent research. London: Schools
Council Publications.

DIEUDONNE, J. (1990) A formacdo da matemdtica contemporinea.
Lisboa: Dom Quixote.

DINIZ-PEREIRA, J. E. (2000) Formacdo de professores: pesquisas,
representagdes e poder. Belo Horizonte: Auténtica.

DOUEK, N. (1999) Argumentative aspects of proving: analysis of
some undergraduate mathematics students” performances. In: IN-
TERNATIONAL CONFERENCE OF PME 23, 1999, Haifa, Israel.
Proceedings...v. 2, p. 273-280.

DA ROCHA FALCAO, J.T. (2003) Psicologia da educagdo matemd-
tica: uma introducdo. Belo Horizonte: Auténtica.

FIGUEIREDO, D.G. (1975) Andlise I. Rio de Janeiro: LTC/UnB.

FIORENTINI, D.; MIORIM, M.A. (Orgs.) (2001) Por trds da porta,
que matemdtica acontece? Campinas: Unicamp.

FIORENTINI, D.; JIMENEZ, A. (Orgs.) (2003) Histérias de aulas
de matemdtica: compartilhando saberes profissionais. Campinas:
CEMPEM.

FISHBEIN, E.; JEHIAM, R.; COHEN, D. (1995) The concept of irra-
tional numbers in high-school students and prospective teachers.
Educational Studies in Mathematics, 29, p. 29-44.

106



Referéncias

GAUTHIER, C.; MARTINEAU, S.; DESBIENS, J.F.; MALO, A.;
SIMARD, D. (1998) Por uma teoria da pedagogia: pesquisas contem-
poraneas sobre o saber docente. Jjui: Unijui.

GOODSON, I F. (1998) Curriculo: Teoria e Histéria. Petrépolis: Vozes.

GRAEBER, A.O.(1993) Mathematics and the reality of the student: bringing
the two together. In: DAVIS, R.B.; MAHER, C.A. (Eds.) Schools, Mathe-
matics and the world of reality. Boston: Allin and Bacon, p. 213-236.

GREER, B. (1992) Multiplication and division as models of situations.
In GROWS, D. (Ed.) Handbook of research on mathematics teaching
and learning. New York: MacMillan, p. 276-295.

HART, K. (1981) Fractions. In: Hart, K. (Ed) Children’s Understanding
of Mathematics: 11-16. London: John Murray.

HERSTEIN, I. N. (1970) Tépicos de Algebra. Sao Paulo: Edusp/ Poligono.

HIEBERT,J.; WEARNE, D. (1986) Procedures over concepts: the acqui-
sition of decimal number knowledge. In: HIEBERT, J. (Ed.) Conceptual
and procedural knowledge: the case of mathematics. Hillsdale, NJ:
Lawrence Erlbaum, p. 199-223.

IGLIOR]I, S.; SILVA, B. (1998) Conhecimento de concepgdes prévias
dos estudantes sobre niimeros reais: um suporte para a melhoria do
ensino aprendizagem. In: XXII REUNIAO ANUAL DA ANPED, 22,
1998, Caxambu, MG. Anais...Rio de Janeiro: Anped, GD19, CD-ROM.

KIEREN T. E. (1976) On the mathematical, cognitive, and instructio-
nal foundations of rational numbers. In: LESH, R. (Ed.) Number and
measurement: papers from a research workshop. Columbus, Ohio:
Eric/Smeac, p. 101-144.

KLINE, M. (1974) Why Johnny can 't add: the failure of the new math.
New York: Random House.

KNIGHT, F.B. (1930) Some considerations of method. In: WHIPPLE,
G.M. (Ed.) The Twenty-Ninth Yearbook of the National Society For
The Study Of Education. Illinois: Public School Publishing, p. 145-267.

LANDAU, E. (1951) Foundations of Analysis: The arithmetic of
whole, rational, irrational and complex numbers. New York: Chelsea

Publishing Company.

LEINHARDT, G. (1989) Math lessons: a constrast of novice and ex-
pert competence. Journal for Research in Mathematics Education,

20 (1), p. 52-75.

107



COLECAO “TENDENCIAS EM EDUCAGAD MATEMATICA”

LIMA, E.L.(1976) Curso de Andilise.v. 1. Rio deJaneiro: IMPA /CNPq.
LIMA, E.L. (1989) Andlise Real. Rio de Janeiro: IMPA /CNPq.

LLINARES, S. (1998) Conocimiento profesional del profesor de ma-
tematicas y procesos de formacion. Uno. Revista de Diddctica de las
Matemdticas, n. 17, p. 51-63.

MIGUEL, A. (1993) Trés estudos sobre Histéria e Educacdo Mate-
mdtica. Tese (Doutorado em Educacgao). Faculdade de Educacgao,
Unicamp, Campinas.

MIGUEL, A.; MIORIM, A.(2004) Historia na Educacdo Matemdtica:
propostas e desafios. Belo Horizonte: Auténtica.

MONAGHAN, J. (2001) Young peoples’ ideas of infinity. Educational
Studies in Mathematics, 48, p. 239-257.

MOREIRA, P.C. (2004) O conhecimento matemdtico do professor:
formagdo na licenciatura e pratica docente na escola basica. Tese (Dou-
torado em Educacédo). Faculdade de Educagio, UFMG, Belo Horizonte.

MOREN, E.B.S.; DAVID, M.M.M.S.; MACHADO, M.P.L. (1992) Diag-
néstico e andlise de erros em matemadtica: subsidios para o processo
de ensino/aprendizagem. Cadernos de Pesquisa, n. 83, p. 43-51.

MONTEIRO, L.H.). (1969) Elementos de Algebra. Rio de Janeiro: Ao
Livro Técnico.

PAIS, L.C. (2001) Diddtica da Matemadtica: uma andlise da influéncia
francesa. Belo Horizonte: Auténtica.

RADATZ, H. (1980) Students’ errors in the mathematical learning
process: a survey. For the Learning of Mathematics, v.1,n.1, p. 16-20.

SCHON, D. (1983) The reflective practitioner. New York: Basic Books.

SFARD, A. (1991) On the dual nature of mathematical conceptions:
reflections on processes and objects as different sides of the same coin.
Educational Studies in Mathematics, 22 (1), p. 1-36.

SHULMAN, L. S. (1987) Knowledge and teaching: foundations of the
new reform. Harvard Educational Review, v.57, n. 1, p. 1-22.

SIERPINSKA, A. (1987) Humanities students and epistemological
obstacles related to limits. Educational Studies in Mathematics, n.
18, p. 371-397.

108



Referéncias

SIMON, M. (1996) Beyond inductive and deductive reasoning: the
search for a sense of knowing. Educational Studies in Mathematics,
n. 30, p- 197-210.

SOARES, E.F.; FERREIRA, M.C.C.; MOREIRA, P.C. (1999) Nimeros
reais: concepgdes de licenciandos e formag¢ao matemaética na licencia-
tura. Zetetiké, v. 7, n. 12, p. 95-117.

SOWDER, J.; ARMSTRONG, B.; LAMON, S.; SIMON, M.; SOWDER,
L.; THOMPSON, A. (1998) Educating teachers to teach multiplicative
structures in the middle grades. Journal of Mathematics Teacher
Education, 1, p. 127-155.

STACEY, K.;HELME, S.; STEINLE, V.; BATURO, A.; IRWIN, K.: BANA,
J. (2001) Preservice teachers’ knowledge of difficulties in decimal nu-
meration. Journal of Mathematics Teacher Education, 4, p. 205-225.

TALL, D. (1992) The transition to advanced mathematical thinking:
functions, limits, infinity and proof. In: GROWS, D. (Ed.) Handbook
of Research on Mathematics Teaching and Learning. New York:
MacMillan, p. 495-511.

TALL, D. (1994) Cognitive difficulties in learning analysis. In: BAR-
NARD, A. (Ed.) Report on the teaching of Analysis for the Talum
Committee. University of Warwick, England, p. 1-6.

TALL, D.; VINNER, S. (1981) Concept image and concept definition
with particular reference to limits and continuity. Educational Studies
in Mathematics, 12(2), p. 151-169.

TARDIF, M. (2002) Ambigiiidade do saber docente. In: TARDIF, M. Sa-
beres docentes e formacdo profissional. Petrépolis: Vozes, p. 277-303.

TARDIF, M.; LESSARD, C.; LAHAYE, L. (1991) Os professores face
ao saber: esbogo de uma problemdtica do saber docente. Teoria &

Educacgdo, n. 4, p. 215-233.

VERGNAUD, G. (1990) La theorie des champs conceptuels. Recher-
ches en Didactique des Mathématiques, v. 10,n. 2/3, p- 137-170.

VINNER, S. (1991) The role of definitions in the teaching and learning
of mathematics. In: TALL, D. (Ed.) Advanced Mathematical Thinking.
Dordrecht: Kluwer, p. 65-81.

WHITE, A.J. (1973) Andlise real: uma introducéo. Sao Paulo: Edgard
Bliicher /Edusp.

109



Outros titulos da colegdo
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A matematica nos anos iniciais do ensino fundamental — Tecendo fios do
ensinar e do aprender

Autoras: Adair Mendes Nacarato, Brenda Leme da Silva Mengali, Cér-
men Liicia Brancaglion Passos

Neste livro, as autoras discutem o ensino de matematica nas séries iniciais
do ensino fundamental num movimento entre o aprender e o0 ensinar.
Consideram que essa discussdo ndo pode ser dissociada de uma mais
ampla, que diz respeito a formagio das professoras polivalentes —aquelas
que tém uma formag¢do mais generalista em cursos de nivel médio
(Habilitagdo ao Magistério) ou em cursos superiores (Normal Superior
e Pedagogia). Nesse sentido, elas analisam como tém sido as reformas
curriculares desses cursos e apresentam perspectivas para formadores
e pesquisadores no campo da formagao docente. O foco central da obra
estd nas situacdes matematicas desenvolvidas em salas de aula dos anos
iniciais. A partir dessas situagdes, as autoras discutem suas concepgses
sobre o ensino de matemadtica a alunos dessa escolaridade, o ambiente
de aprendizagem a ser criado em sala de aula, as intera¢Ges que ocorrem
nesse ambiente e a relagdo dialégica entre alunos-alunos e professora-
alunos que possibilita a produgéo e a negociagio de significado.

Anilise de erros — O que podemos aprender com as respostas dos alunos
Autora: Helena Noronha Cury

Nesse livro, Helena Noronha Cury apresenta uma visao geral sobre a
andlise de erros, fazendo um retrospecto das primeiras pesquisas na drea
eindicando tedricos que subsidiam investigagdes sobre erros. A autora
defende a ideia de que a andlise de erros é uma abordagem de pesquisa
e também uma metodologia de ensino, se for empregada em sala de aula
com o objetivo de levar os alunos a questionarem suas préprias solugGes.
O levantamento de trabalhos sobre erros desenvolvidos no Pais e no
exterior, apresentado na obra, poderd ser usado pelos leitores segundo
seus interesses de pesquisa ou ensino. A autora apresenta sugestoes
de uso dos erros em sala de aula, discutindo exemplos jd trabalhados
por outros investigadores. Nas conclusdes, a pesquisadora sugere que
discussOes sobre os erros dos alunos venham a ser contempladas em
disciplinas de cursos de formagéo de professores, ja que podem gerar
reflexdes sobre o préprio processo de aprendizagem.

Brincar e jogar — Enlaces tedricos e metodolégicos no campo da educagao
matematica
Autor: Cristiano Alberto Muniz
Neste livro, o autor apresenta a complexa relagdo jogo/brincadeira e a
aprendizagem matematica. Além de discutir as diferentes perspectivas da
relagdo jogo e Educagdo Matemdtica, ele favorece uma reflexdo do quanto
o conceito de Matemdtica implica a produgdo da concepgéo de jogos para
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a aprendizagem, assim como o delineamento conceitual do jogo nos propi-
cia visualizar novas possibilidades de utilizagdo dos jogos na Educagéo
Matemadtica. Entrelagando diferentes perspectivas teéricase metodoldgicas
sobre o jogo, ele apresenta andlisessobre produgSes matematicas realizadas
por criangas em processo de escolarizagdo em jogos ditos espontaneos,
fazendo um contrapondo as expectativas do educador em relagdo as suas
potencialidades para a aprendizagem matemadtica. Ao trazer reflexdes
tedricas sobre o jogo na Educagdao Matemdtica e revelar ojogo efetivo das
criangas em processo de produgio matemadtica, a obra tanto apresenta
subsidios para o desenvolvimento da investigacao cientifica quanto para
a préxis pedagotgica por meio do jogo na sala de aula de Matematica.

Da etnomatematica a arte-design e matrizes ciclicas
Autor: Paulus Gerdes

Neste livro o leitor encontra uma cuidadosa discussdo e diversos exem-
plos de como a matematica se relaciona com outras atividades humanas.
Para o leitor que ainda nao conhece o trabalho de Paulus Gerdes, esta
publicagao sintetiza uma parte considerdvel da obra desenvolvida pelo
autor aolongo dos dltimos 30 anos. E para quem jé conhece as pesquisas
de Paulus, aqui sdo abordados novos tépicos, em especial as matrizes
ciclicas, ideia que supera ndo s6 a nogdo de que a matemadtica é inde-
pendente de contexto e deve ser pensada como o simbolo da pureza,
mas também quebra, dentro da prépria matematica, barreiras entre
dreas que muitas vezes sido vistas de modo estanque em disciplinas da
graduagdo em matemadtica ou do ensino médio.

Descobrindo a Geometria Fractal para a sala de aula
Autor: Ruy Madsen Barbosa

Nesse livro, Ruy Madsen Barbosa apresenta um estudo dos belos frac-
tais, voltado para seu uso em sala de sula, buscando a sua introdugao
na Educagao Matemadtica brasileira, fazendo bastante apelo ao visual
artfstico, sem prejuizo da precisdo e rigor matemdtico. Para alcangar
esse objetivo, o autor incluiu capitulos especificos, como os de criagdo
e de exploragao de fractais, de manipulagdo de material concreto, de
relacionamento com o tridngulo de Pascal, e particularmente um com
recursos computacionais com softwares educacionais em uso no Brasil.
A inserg¢do de dados e comentdrios histéricos tornam o texto de inte-
ressante leitura. Anexo ao livro é fornecido o CD-Nfract, de Francesco
Artur Perrotti, para construg¢do dos lindos fractais de Mandelbrot e Julia.

Dialogo e Aprendizagem em Educagiao Matematica
Autores: Helle Alro e Ole Skovsmose

Neste livro, os educadores matematicos dinamarqueses Helle Alrg e
Ole Skovsmose relacionam a qualidade do didlogo em sala de aula
com a aprendizagem. Apoiados em ideias de Paulo Freire, Carl Rogers
e da Educacao Matematica Critica, esses autores trazem exemplos da
sala de aula para substanciar os modelos que propdem acerca das di-
ferentes formas de comunicag¢do na sala de aula. Este livro é mais um
passo em diregdo a internacionalizagdo desta colecdo. Este € o terceiro
titulo da colegdo no qual autores de destaque do exterior juntam-se aos
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autores nacionais para debaterem as diversas tendéncias em Educagdo
Matemadtica. Skovsmose participa ativamente da comunidade brasileira,
ministrando disciplinas, participando de conferéncias e interagindo com
estudantes e docentes do Programa de Pés-Graduagédo em Educagdo
Matemdtica da UNESP, Rio Claro.

Didatica da Matematica — Uma andlise da influéncia francesa
Autor: Luiz Carlos Pais

Nesse livro, Luiz Carlos Pais apresenta aos leitores conceitos fundamen-
tais de uma tendéncia que ficou conhecida como “Didé4tica Francesa”.
Educadores matemdticos franceses na sua maioria desenvolveram um
modo préprio de ver a educagdo centrada na questdo do ensino da Ma-
temdtica. Vdarios educadores matemdticos do Brasil adotaram alguma
versido dessa tendéncia ao trabalharem com concepgoes dos alunos, com
formagado de professores dentre outros temas. O autor é um dos maiores
especialista no Pais nessa tendéncia e o leitor verd isso ao se familiarizar
com conceitos, como transposigdo did4tica, contrato diddtico, obstdculos
epistemoldégicos e engenharia diddtica, dentre outros.

Educacdo a Distancia online

Autores: Marcelo de Carvalho Borba, Ana Paula dos Santos Malheiros,
Rubia Barcelos Amaral Zulatto

Neste livro os autores apresentam resultados de mais de oito anos de
experiéncia e pesquisas em Educagdo a Distancia online (EaDonline),
com exemplos de cursos ministrados para professores de Matematica.
Além de cursos, outras préticas pedagégicas como comunidades vir-
tuais de aprendizagem e o desenvolvimento de projetos de modelagem
realizados a distancia sdo descritos. Ainda que os trés autores deste
livro sejam da area de Educagao Matemdtica, algumas das discussoes
nele apresentadas, como formagao de professores, o papel docente em
EaDonline, além de questdes de metodologia de pesquisa qualitativa,
podem ser adaptadas a outras dreas do conhecimento. Neste sentido,
esta obra se dirige aquele que aindanao estd familiarizado com a EaDon-
line e também aquele que busca refletir de forma mais intensa sobre
sua pratica nesta modalidade educacional. Cabe destacar que os trés
autores tém ministrado aulas em ambientes virtuais de aprendizagem.

Educa¢io Matemaitica de Jovens e Adultos — especificidades, desafios e
contribuicdes

Autora: Maria da Conceig¢ao F. R. Fonseca

Nesse livro, Maria da Conceic¢édo F. R. Fonseca apresenta ao leitor uma
visdo do que é a Educacdo de Adultos e de que forma essa se entrelaga
com a Educacdo Matemética. A autora traz para o leitor reflexdes atuais
feitas por ela e por outros educadores que sédo referéncia na drea de
Educacio de Jovens e Adultos no Pafs. Este quinto volume da colegdo
“Tendéncias em Educagdo Matemadtica” certamente ird impulsionar a
pesquisa e a reflexdo sobre o tema, fundamental para a compreensao
da questdo do ponto de vista social e politico.
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Etnomatemaitica — elo entre as tradi¢Ses e a modernidade
Auutor: Ubiratan D’ Ambrosio

Nesse livro, Ubiratan D’ Ambrosio apresenta seus mais recentes pensa-
mentos sobre Etnomatemdtica, uma tendéncia da qual é um dos fun-
dadores. Ele propicia ao leitor uma andlise do papel da Matemdtica na
Cultura Ocidental e da nogao de que Matemdtica é apenas uma forma
de Etno-Matemdtica. O autor discute como a andlise desenvolvida é
relevante para a sala de aula. Faz ainda um arrazoado de diversos
trabalhos na drea jda desenvolvidos no Pais e no exterior.

Filosofia da Educa¢do Matematica

Autores: Maria Aparecida Viggiani Bicudo, Antonio Vicente Marafioti
Garnica

Nesse livro, Maria Bicudo e Antonio Vicente Garnica apresentam ao leitor
suas ideias sobre Filosofia da Educagdo Matemdtica. Eles propiciam ao
leitor a oportunidade de refletir sobre questdes relativas a Filosofia da
Matemdtica, a Filosofia da Educagdo e mostram as novas perguntas que de-
finem essa tendéncia em Educagdo Matemadtica. Nesse livro, em vez de ver
a Educagéo Matemdtica sob a Gtica da Psicologia ou da prépria Matematica,
os autores a veem sob a 6tica da Filosofia da Educagao Matemadtica.

Formagao Matemaitica do Professor — Licenciatura e pritica docente escolar
Autores: Plinio Cavalcante Moreira e Maria Manuela M. S, David

Nesse livro, os autores levantam questSes fundamentais para a forma-
¢do do professor de Matemitica. Que Matematica deve o professor de
Matematica estudar? A académica ou aquela que € ensinada na escola?
A partir de perguntas como essas, 0s autores questionam essas opgoes
dicotdmicas e apontam um terceiro caminho a ser seguido. O livro
apresenta diversos exemplos do modo como 0s conjuntos numéricos sido
trabalhados na escola e na academia. Finalmente, cabe lembrar que esta
publicagdo inova ao integrar o livro com a internet. No site da editora www.
autenticaeditora.com.br, procure por Educagio Matematica, pelo titulo
“A formagdo matemdtica do professor: licenciatura e préitica docente esco-
lar”, onde o leitor pode encontrar alguns textos complementares ao livro
e apresentar seus comentarios, criticas e sugestdes, estabelecendo, assim,
um didlogo on-line com os autores.

Histéria na Educag¢do Matemadtica — propostas e desafios
Autores: Antonio Miguel e Maria Angela Miorim

Neste livro, os autores discutem diversos temas que interessam ao
educador matemadtico. Eles abordam Histéria da Matematica, Histéria
da Educacédo Matemdtica e como essas duas regides de inquérito podem
se relacionar com a Educagdo Matemdtica. O leitor ird notar que eles
também apresentam uma visdo sobre o que é Histéria e abordam esse
dificil tema de uma forma acessivel ao leitor interessado no assunto.
Este décimo volume da cole¢do certamente transformard a visdo do
leitor sobre o uso de Hist6ria na Educagdo Matemadtica.
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Informaética e Educac¢do Matematica
Autores: Marcelo de Carvalho Borba, Miriam Godoy Penteado

Os autores tratam de maneira inovadora e consciente da presenga da infor-
mética na sala de aula quando do ensino de matemadtica. Sem prender-se
a clichés que entusiasmadamente apoiam o uso de computadores para o
ensino de matematica ou criticamente negam qualquer uso desse tipo, 0s
autores citam exemplos préticos, fundamentados em explicacOes tedricas
objetivas, de como se pode relacionar matemdtica e informatica em sala
de aula. Tratam também de questdes politicas relacionadas a adogdo
de computadores e calculadoras gréficas para o ensino de matematica.

Investigacdes Matematicas na sala de aula
Autores: Jodao Pedro da Ponte, Joana Brocardo, Hélia Oliveira.

Neste livro, os autores analisam como que préticas de investigagao
desenvolvidas por mateméticos podem ser trazidas para a sala de aula.
Eles mostram resultados de pesquisas ilustrando as vantagens e difi-
culdades de se trabalhar com tal perspectiva em Educagao Matemiditica.
Geracio de conjecturas, reflexdo e formalizagdo do conhecimento sdo
aspectos discutidos pelos autores ao analisarem o0s papéis de alunos e
professores em sala de aula, quando lidam com problemas em &reas
como geometria, estatistica e aritmética.

Este livro certamente levar4 o leitor a outros titulos da colegio, namedida
em que lida com temas como, por exemplo, o papel da informadtica em
investigagdes e temas relacionados a psicologia da Educacao Matematica.

Interdisciplinaridade e aprendizagem da Matemadtica em sala de aula
Autores: Vanessa Sena Tomaz e Maria Manuela M. S. David

Como lidar com a interdisciplinaridade no ensino da Matemadtica? De que
forma o professor pode criar um ambiente favordvel que o ajude a perce-
ber 0 que e como seus alunos aprendem? Essas sdo algumas das questSes
elucidadas pelas autoras neste livro, voltado né@o sé para os envolvidos
com Educacgio Matemética como também para os que se interessam por
educacdo em geral. Isso porque um dos beneficios deste trabalho é a
compreensdo de que a Matematica estd sendo chamada a engajar-se na
crescente preocupagdo com a formagao integral do aluno como cidaddo,
o que chama a atengdo para a necessidade de tratar o ensino da disciplina
levando-se em conta a complexidade do contexto social e a riqueza da
visdo interdisciplinar na relagio entre ensino e aprendizagem, sem deixar
de lado os desafios e as dificuldades dessa pratica.

Para enriquecer a leitura, as autoras apresentam algumas situagdes ocorri-
das em sala de aula que mostram diferentes abordagens interdisciplinares
dos contetidos escolares e oferecem elementos para que os professores e
os formadores de professores criem formas cada vez mais produtivas de
se ensinar e inserir a compreensdo matemaética na vida do aluno.

Légica e linguagem cotidiana—verdade coeréncia, comunicacao, argumentacao
Autores: Nilson José Macado e Marisa Ortegoza da Cunha

Neste livro, os autores buscam ligar as experiéncias vividas em nosso
cotidiano a nocdes fundamentais tanto para a 16gica como para a
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matematica. Através de uma linguagem acessivel, o livro possui uma
forte base filoséfica que sustenta a apresentagdo sobre 16gica e certa-
mente ajudard a cole¢do a ir além dos muros do que hoje ¢ denominado
Educacio Matemdtica. A bibliografia comentada permitird que o leitor
procure outras obras para aprofundar os temas de seu interesse, e um
indice remissivo, no final dolivro, permitird que o leitor ache facilmente
explica¢Ses sobre vocdbulos como contradicio, dilema, faldcia, propo-
sicdo e sofisma. Embora este livro seja recomendado a estudantes de
cursos de graduagio e de especializagdo, em todas as dreas, ele também
se destina a um ptiblico mais amplo. Visite também o site wuwrw.rc.unesp.

brfigce/pgem/gpimem.htmi

Pesquisa Qualitativa em Educa¢do Matematica
Organizadores: Marcelo de Carvalho Borba e Jussara de Loiola Aratijo

Os autores apresentam, neste livro, algumas das principais tendén-
cias no que tem sido denominado Pesquisa Qualitativa em Educacio
Matemdtica. Essa visdo de pesquisa estd baseada na ideia de que h4
sempre um aspecto subjetivo no conhecimento produzido. Nio h4,
nessa visdo, neutralidade no conhecimento que se constréi. Os quatro
capitulos explicam quatro linhas de pesquisa em Educagio Matematica,
na vertente qualitativa, que sdo representativas do que de importante
vem sendo feito no Brasil. Sdo capitulos que revelam a originalidade de
seus autores na criagao de novas dire¢des de pesquisa.

Psicologia da Educacdo Matematica
Autor: Jorge Tarcisio da Rocha Falcao

Neste livro, o autor apresenta ao leitor a Psicologia da Educacio Ma-
temética embasando sua visdo em duas partes. Na primeira, ele discute
temas como psicologia do desenvolvimento, psicologia escolar e da
aprendizagem, mostrando como um novo dominio emerge dentro dessas
areas mais tradicionais. Em segundo lugar, sdo apresentados resultados
de pesquisa fazendo a conexdo com a prética daqueles que militam na
sala de aula. O autor defende a especificidade deste novo dominio, na
medida em que € relevante considerar o objeto da aprendizagem, e sugere
que a leitura deste livro seja complementada por outros dessa colecio,
como Didadtica da Matemadtica: sua influéncia francesa, Informitica e Educacdo
Matematica e Filosofia da Educacdo Matemitica.

Tendéncias Internacionais em Formacio de Professores de Matematica
Autor: Marcelo de Carvalho Borba (Org.)

Neste livro, alguns dos mais importantes pesquisadores em Educacio
Matemadtica, que trabalham em paises como Africa do Sul, Estados
Unidos, Israel, Dinamarca e diversas Ilhas do Pacifico, nos trazem
resultados dos trabalhos desenvolvidos. Estes resultados e os dilemas
apresentados por esses autores de renome internacional sdo comple-
mentados pelos comentdrios que Marcelo Borba faz na apresentacio,
buscando relacionar as experiéncias deles com aquelas vividas por nés
no Brasil. Borba aproveita também para propor alguns problemas em
aberto, que ndo foram tratados por eles, além de destacar um exemplo
de investigacdo sobre a formagéo de professores de Matematica que foi
desenvolvida no Brasil.
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Neste livro, os autores levantam questoes fundamentais
para a formagao do professor de Matematica. Que Matemati-
ca deve o professor de Matematica estudar? A académica ou
aquela que é ensinada na escola? A partir de perguntas co-
Mo essas, 0s autores questionam essas opcoes dicotdomicas e
apontam um terceiro caminho a ser seguido. O livro apresen-
ta diversos exemplos do modo como 0s conjuntos numéricos
sao trabalhados na escola e na academia. Finalmente, cabe

lembrar que esta publicacdo inova ao integrar o livio com a
internet. No site da editora (www.autenticaeditora.com.br),
procurando por Educacao Matematica e pelo titulo A forma-
¢ao matematica do professor: licenciatura e prdtica docente
escolar, o leitor encontrara alguns textos complementares ao
livro e podera apresentar comentarios, criticas e sugestoes,
estabelecendo, assim, um dialogo on-line com os autores.

Coordenador da colecao “Tendéncias em Educacao Matematica”:
Marcelo de Carvalho Borba. E-mail: mborba@ms.rc.unesp.br
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