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atria desejavel que se ti
vesse um curso inteiro de jogos,
tratados matematicamente” Pa-
lavras de Gottfried Wilhelm von
Leibniz (matematico alemao do
século XVII) em cartas a Rémond
de Montmort (matematico francés)
nos primordios dos estudos de
educagdo matematica. Apaixonado
pelo “solitario”, criou o seu inver-
so com 0 “jogo das produgdes”,

Fato andlogo encontramos
na visita de Piet Hein (matema-
tico dinamarqués de pseudénimo
Kumbel) ao génio Albert Einstein,
ao verificar a existéncia de uma
estante inteira s6 com obras de
matematica recreacional.

Segundo G. Polya (matemati-
co hdngaro), criagoes e solucdes
simples e inesperadas, repentinos
discernimentos, intuicdes e analo-
gias, descoberta de padroes e infe-
réncias plausiveis sdo ferramentas
de exploracao e acao. Algumas ve-
zes, elas podem ser acrescidas de
pequenas interferéncias, com des-
taque para raciocinios heterodoxos
em confronto com os ortodoxos,
que se submetem a regras e pro-
priedades preestabelecidas.

0 proprio Hein concebeu a
sua familia de policubos (Soma
cubes) ao assistir a uma confe-
réncia de Werner Heisenberg (fi-
sico alemao) sobre fisica quantica
~ espaco cortado em cubos. Como
tantos outros matematicos, num
insight estabeleceu uma conexao
entre matematica, brincadeira e
criatividade.

Ha grande valor pedagdgico
nos jogos para dois ou mais jo-
gadores e em jogos com a pro-
pria matematica das recreacoes.
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PRESENTACAO

A malemitica é vista por muitos alimos escolares como um contetido pronto,
weubado e incontestivel. Fazer matemitica para esses alunos € o mesmo que resolver
listas de exercicios e aplicar farmulas, muitas delas sem nenhum sentido. O professor
Ruy Madsen Barbosa vai, neste livro na “contraman” dessa visio, propondo situagdes
£ que se possa brincar com a matemdtica de forma séria, observando regularidades,
tegistrando processos e resultados ¢ matematizando situagdes, mas sem perder a ludi-
cidade e o prazer em aprender matemitica,

Nesse primeiro volume, intitulado Conexdes ¢ educacdo matemdtica: brincadeiras,
~exploragdes e agdes, o aulor nos convida a brincar com atividades de forma a nos
envolvermos com reflexdes e investigagies, produzindo matemitica. As situacdes-
problema, atividades, exploragdes ¢ investigagbes propostas neste livro, buscam
colocar professores e alunos em agio. no movimento do pensamento genuinamente
matemitico. O livro estd dividido em quatro partes, que foram organizadas didati-
camente para que caca uma delas subsidiae as partes seguintes, nio no sentido do
conterido explicitamente proposto. mas dos processos de pensamento matemitico
- envolvidos em cada uma delas,

Na primeira parte, denominada Descobrindo a logica, o antor inicia com frascs.
questdes e aspectos sobre légica que permeiam o senso comum, muitos deles bastante
engragados e que evidenciam a escassez de um racioeinio lagico presente nos discursos

' das pessoas. Trata da l6gica matemitica formal, com suas formas particulares de registro

E . propriedades, mostranda as contribuigdes do pensamento légico matemitica para
realizar agdes como: classificar, agrupar ¢ identificar semelhangas e diferengas. Decifrar
enigmas ¢ encontrar “pistas” na resolugdo de algumas atividades logicas possibilita
melhorar a comunicagdo em matematica e desenvolve o racioctnio dedutivo.

Na segunda parte, Coloragiio, evidenciase a possibilidade de produzir matemiitica
a partir de uma brincadeira de coloragio de poligonos ¢ poliedros. Dessa forma, brin-
cando de colorir partes de poligonos, faces de poliedros e construindo paralelepipedos
¢ eubos com cubos caloridos, alhimos e professores exploram as diferentes maneiras de
coloragio, A cada atividade realizada novos problemas sio postos.

Na parte intitulada Brincando e aprendendo com algarismos ¢ niimeros, o anlor
retoma as brincadeiras com algarismos que se repetem (4 gquatros, § aitas, 6 seis, cle.)
e as analisa matematicamente, Explora, ainda, as variagaes das operagiies pard obler
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restiltadon tnteressantes, como 1LOOO, 100 ¢ 1 ¢ as attvidiades c'm M‘ﬂ Sy cnptoa
ety O interessunte dessas atividades ¢ que elas invertenm o Orden das sspressoes
numéricas convencionalmente trabathadas no ensino tundarmental; o e, o8 nimeros
a4 serem c‘i).'l.ll‘.!t S 540 LmlllL'l‘:t'l'\ C 05 (L\lll(,l(h') lillllll(,ll'l‘ O que se tem (le pensar ¢
qual(is) operagionigdes | slo necessdrias para se obler o resultado desejado. Como o
proprio autor caractenza: sio atividades recreativas geradoras de conhecimento,

A quarta e dltima parte € denominada Miscelinia. Como o préprio nome sugere,
sao atividades diversificadas que envolvem a divisio de figuras em partes ignais, reco
nhecimento de ;)J([l'._')(_g\ COIL p;|]ih|\. atividades com Didilllill("\ divisio de higuras |).‘.‘(".r.71n
modelo, trabalho com redes de pontos igeoplano quadrangular, isométrico e circnlar)
¢ jogos de isolamento que possibilitam trabalhar com a drvore de possibilidades ¢ o
pensamento combinatério, contetido do ensino médio temido por muites alunos.

Acredito que o diferencial desta obra € justamente o fato de que, também para
o professor, as atividades aqui propostas nio sao convencionais, o que possibilita que
o trabalho de investizagio matemdtica seja compartilhado entre protessores e alunos.
Dessa forma, o ])'(l'-(_‘\\l)' de matematica se coloca em agaon, (]llp’.nln'lll:': €1 11ma a¢ao
relacionada a sua pritica pedagégica € em oultra que diz respeito ao envolvimento nas

atividades matemdticas aqui propostas

Regina Célia Grando
Daocente do Programa de Mestrado em Educagdo

[ Tniversidade Séo Vrancisco — ltatiba -~ SP



LOGICA
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Ougo ¢ esquego.
Vejo e lembro,
Fago ¢ enter

Esta Primeira Parte consta de dois capitulos:

O primeiro introdutério, ¢ o segundo sobre enigmas logicos,

Mas, antes, julgamos que seria interessante arejar as mentes
DIVERTINDOSE LOGICAMENTE

Inicie lendo com atengiio, pense a respeito; € entio ¢ possivel que sorria,

I 0 nosso desejo!

1, Aviso no jardim puiblico por ordem de um prefeito ecologista:

E PROIBIDO PISAR NA GRAMA
Quem ndo souber ler pergunte ao guarda

2, Aviso aos alunes, fixado no quadro, por um diretor pedagogico:

~ POR FAVOR
Ignore este aviso

3. Postseriptum de carta de um pais a outro em lingua do remetente:
P.S.: Caso ndo souberes minha lingua, pega

a um tradutor para lé-la na lingua de seu pais,
entdo entenderas tudo o que te informei.

9.
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1. Fica aprovada a construcao de nova estacao rodoviaria.
2. Fica aprovado que a nova estacao sera construida com

os materiais da velha.
3, Fica aprovado que a antiga continuara funcionando até

que a nova esteja pronta,

5. Resposta de um diretor de clube de futebol a uma indagagio sobre a conservagio

do gramacdo:

Nosso gramado é bonito e tem um verde brilhante,
pois nele ndo se pode pisar, nem mesmo os jogadores!

10+



CAPITULO 1
RACIOCINANDO COM LOGICA
E

A — AVISOS AUTORREFERENTES

Aviso 1 "

Situacio: No corredor de uma escola estd fixado o seguinte aviso:
: 5

Prezados alunos:
Neste aviso estdo quatro afirmagdes falsas.

6 +2 = 8, 24:4 = 0,
0+7° = 0, 0:9 = 0,
15-11 = 3, 7x8 = 63

Problema: O aviso estd ou correto ou incorreto?

Raciocinando: Temos seis afirmagoes de simples cdleulo: dessas, trés cdleulos nio
estio corretos: o segundo (a resposta ¢ 1), o terceiro (o correto € 4) ¢ o sexto (a resposta
correta € 56); mas, sdo apenas trés, e nio quatro. Que tal refazermos os caleulos? E..
os outros tém respostas certas. Pensemos um pouco. Ora, se temos trés cilculos errados
entdo a proposigao anterior ¢ falsa, pois diz que “existem quatro afirmacoes falsas™;

portanto, se ela é falsa, o aviso tem quatro falsas e pode ser considerado correto,

Nota: E usual chamar essa situagio de autorreferente, pois se refere a si prépria; nio

& um P.’l]'él(h)\('. mas ¢ |)L||L.dux;||.

Aviso 2

Situagdo: F dado o aviso:

Este aviso tem seis palavras.

115



relocinon: “Se nego u]gn fa]m. ﬁca \crdudmn . £ para negar
simples, bastania negar o verbo, entio ele reescreveu o aviso, que A
serverdadeiro.

Este aviso ndo tem seis palavras.

Mas contou de novo as palavras do aviso: havia seis; entdo o aviso, outra vez,
era falso. Novamente negou-o, jd que era falso, para transformi-lo em verdadeiro:
agora deveria negar uma negaciio ¢, portanto, teria uma afirmagdo, Ora, para ne-
gar uma proposigdo na qual hd uma negagio do verbo bastaria retirar a negagio
existente. O aviso vallon a ser o primeiro aviso, porém agora era verdadeiro, mas...
ndo era, ja que tinha sé cinco palavras,

Problema: Estudar a situagio paradoxal ¢, caso sua “cuca” nio tenha esquentado
demais nem estourado, continuar o racioeinio,

Nora: Esta sitnaciio ¢ outra de aviso autorreferente, mas apresenta circularidade, vai
e volla assumindo valores V (verdadeiro) e F (falso), sucessivamente: o chamamos
de autorreferente circular,

Aviso 3
Situagiio: Num cartio eolocou-se, em cada face, um aviso:

A afirmagdo do outro lado A afirmagdo do outro lado
deste cartio é falsa. deste cartdo é verdadeira.

Problema: Fstudar o cartio (autorreferente); iniciar considerando verdadeira a
face da frente. Depois, considerd-la falsa.

B -~ VIRANDO CARTOES FRENTE-VERSO

Situagdo 1
Os cartoes a seguir tém, cada um, hachuras numa face € mimero na outra.

4

-120




"1 1 :

00 foram ditas trés ufirmacdes para verificar se

Alirm 9_.6”!‘: E necessdrio virar todos.
I'-,' B 13 . . .
Mirmagio 2: I suficiente virar dois.
agho 3: I suficiente virar um.

A

=S

Problema: Oual das afirmacoes é verdadeiza?

., ssolugiio: O cartio | precisa ser virado; se o mimero for par ji garante que
(do menino € falsa, O segundo ndo precisa ser virado, pois nada foi dito sobre as
liuiras verticais. O terceiro também precisa ser virdo, pois se ateds existirem hachuras
linadas a frase do menino € incorreta.

Conclusio: A afirmagio 2 é a verdadeira.

Huﬂo 2 4
- Cada um dos cinco cartdes dados a seguir possnem numa face um nidmero e na
tra face wima figura geométrica.

1 S 2 =

>

Um aluno disse: “Atrds de um mimero par tem sempre um tridngulo”.

Afirmagdes para se verificar se o aluno disse uma verdade:

| Afirmagio 1: I suficiente virar o segunda ¢ o terceiro carties.
ll‘ Afirmacio 2: I suficiente virar os trés Gltimos cartdes.

. Afirmagao 3: E preciso virar todos os cartdes.

Problema: Qual afirmacio é verdadeira?

Sugestio: Empregar procedimento andlogo ao anterior.

Nota: Situagdo modificada de proposta em vestibular da UnB.

Situagao 3

Os quatro cartées dados a seguir tém, cada um, um ndmero numa face e nma
! letra na outra.

Disse wm aluno: “Cartées com vogal t&€m na outra face niimero par”.

E I’ 6 7

Problema: Qual afirmagdo é verdadeira para verificar se o aluno disse una verdade?

.13'




Afirmaciao 1: 1€ necessano virar todos os cartoes
Afirmagdo 2: E suficiente virar os dois primeiros cartes
Afirmacio 3: [£ suficiente virar os dois Gltimos cartdes,
Afirmacio 4: I| suficiente virar os dois cartdes do meio.

Afirmacio 5: I suficiente virar o primeiro e o tiltimo.

N

NOTA: A questio € idéntica a uma proposta em exame da FUVEST.

C - FAMILIAS LOGICAS DE FIGURAS

Introducao

. cada situaciio sio dadas familias (o classes! de figuras, bastante parecidas. em
quadros. Mas apresentam alguns elementos que as distinguem, gue as caracterizami. As
atividades constam, numa primeira fase, da ardlise visual das familias, com o objetivo
de descobrirsuas caracteristicas. A segunda, em geral um pouco mais dificil, € reservada
para a pritica da redagio das caracterfsticas observadas na primeira fase, tendo por ob-
jetiva o aprendizado do emprego correto da lingua portuguesa para atender a precisio
matemilica. Na terceira fase deve-se aplicar a descoberta numa lista de novas hguras,
dadas arbittariamente, misturaclas as familias. indicando as de um dos tipos solicitado.

Obijetivando motivar os educandos. nos quadros, sio dadas denominagdes

especiais as hguras com caracleristica comum

Atividade 1: BAS e BES

Situagdo: Dispoe-se de familias de figuras chamadas Bas ¢ Bes

Atividade: Pede-se
a) Descobrir as caracteristicas de cada familia que as distingam
b} Redigir a caracteristica de cada familia,

¢) Dadas cinco figuras das duas familias, quais sio Bes?

n2 n.3 n.4 n.>

[5715.(2) () [3




b possuem fguris menone
L prelis ou brancas; porém, as inter
? ﬂgur.u das contornos, e aquelas

."

p

v O professor pode aproveitar para in

. 08 de 3,4, 5 e 6 lados. Ou entio, se
) Indicagao das Bes:n. 2 ¢ n. 4

tvidade 2: BESONAS e BESINHAS
Situagio:

‘ZC
w4

Lg! i *._4@* b !11 'l

Atividade:
a) Descabrir as diferengas;

h b) Redigir as caracteristicas,

nl n2 n.3

| Atividade 3: DIFES e IGUIS
Situagio:

) As Bas sio caracterizadas por possufrem contorno do mesino tipo da ﬁ'tl
e inlerior; o que as distingue das Bes, que 1&m seu contorno de tipe

I geométricas: relingulo e quadrado, circunferéncia, tridnzulo, paralelograme,

, .
Ml U AT l-ul : M

0 el intenior, e essas fgurlnhlu 0, ¢ m
nas as Bas sao do mesmo Hpo que as ¢
das Bes possnem contornos difcrcﬂtw

"]

treduzir algum conceito das espécies de

for o caso, para fixar conceitos

¢) Indicar as Besinhas da lista seguinte:

n.4 nS

] @A @<

: I(II\




a) Descobrir as diferengas.
by Dar as caracteristicas de cada familia.

¢) Quais da lista sdo Tguis®

Atividade 4: SIMES e ASIMES

Situacio:

Atividade:
a) Descobrir as diferencas.
b} Redigir as caracteristicas das familias.

¢) Quais da lista sio Simes?
nl n.2 n.3 n4 nb

o P OOl

Atividade 5: ROTES e ROTFLEXIS
Situacio:

A I ROTES ROTFLEXIS |
L1 B\ .

K
B b
=¢FE




S

e i diferenga.
) Reuliggir amdlemtlcas
halzdu lista sio Rotes?

nl VS S | § n+4 nbs
[ B
| L ]
vidade 6: TRICIRES e BICIRES
5 | f_ilucﬂo:

Atividade:
a) Descobrir as diferengas.
b) Redigir as caracteristicas.

' ¢) Quais da lista sio bicires?

n.l n.2 n.5
@ O 7
@ <Ol /o 0; .

Atividade 7: TRITOES e BITOES
Situacao:

' TRITOES

o) @

n‘l?’




Atividade: .

| a) Descobrir as diferengas.
b) Redigir as caracteristicas das familias.

¢! Quais da lista sdo Tritdes?

n.l n.2 nj3 n.4 "5

B (A

Atividade 8: TRIANQUADES e NAO-TRIANQUADES

lsta El.\l\'illilL]L‘ esla I:{n(‘ill‘ll Hna ll';‘\'(llll\d t“.\’])l‘l‘ill)lflli;ll COIm o masmo nome

descrita em Lindquist e Shulte (1994, p. 280-283 1. Cumpre-nos ressaltar que esse fexto,
como as familias dos “Widgets” e dos “Zoids”, da p. 58, e dos "Brewsters”, da p. 128,

de Serra (1997), cremos, constituiram a fonte de inspiragio para esta unidade.

Situacio.

TRIANQUADES NAo-TRIANQUADES

Atividade:
a) Descobnir as diferengas.
b) Redigir as caracteristicas

¢) Quais da lista sdo Trianqguades?

D GoAB

Atividade especial:

v W

.18,
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’- sgra de comstrugdo: As figuras sio sucessivamente construidas com tridn-
conectando o novo tridngulo com o anterior imediato de tal forma que os
ecutivos tenham um lado em comum,

Lisclarecimento: No primeiro quadro, dos Cat-cat, as figuras 2 e 3 foram abtidas
LB esli, por sua vez, obteve-se com a mesma regra de outra figura. Da mesma ma-
i, 0 5 ¢ 6 foram oblidas da 4; as figuras 7, 8,9 e 10 foram ambcm obtidas a partir

figura 1. Quanto s figuras do segundo (]IIJC]IO cada uma também foi construida,
peitando a regra, a partir de alguma outra figura.

~ Atividade:
i) Descobrir as diferencas,
b) Redigir as caracteristicas das familias,

¢) Quais da lista sio Cat-caf?

n.3 n.4 n 5 n.6

‘12
| ‘§ 75 ‘r"A r“> =

nl

Comentirio: O leitor deve ter inferido que atividades com familias de figuras,

~ulém das vantagens inerentes, preparam o aluno para uma aprendizagem com signi-

| ficado de classes usuais de figuras planas da geometria cuclidiana. Podem até serem
empregadas atividades andlogas com quadros de duas ou mais classes.

A seguir oferecemos trés ilustragoes.

POLIGONAIS ABERTAS POLIGONAIS FECHADAS




FIGURAS CONVEXAS FIGURAS CONCAVAN

Respostas das familias 16gicas:
AtZn lbn2en.5 At 3n3en. 4 At :n. I,n.4en. 5
At.S:n.2en. S Atn. 2, n.4en.3 At :n. I.n.3en. 5

AL S:n. 2en,

J

Al especial: Cat-cal sio sucessies de tridngulos retingulos isdsceles conectados
cateto com cateto; n. 2 e n, 5.

20-
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~ Toda regra tem excegdo.
sta é uma regra, Segue que ela tem excegiio.
Portanto, existe regra sem exceglo!

troducao

Fste capitulo ¢ dedicado ao estuda de alguns enigmas decorrentes de situagdes-
blemas de logica proposicional com seus conectivos, agrupados em guatro séries,
i fotal de 16 enigmas, O sen emprego necessita apenas alguns conhecimentos ¢
Mormagoes sobre proposigoes simples e compostas, os quais o leitor logo detectara,

i

Aconselhamos nito abusar quantitativamente deles em aula; € preferivel estudar
ueos pelo método de resolugio de problemas, para que os alunos aprendam de
eira segura as diferentes formas de conectivos usuais em matemitica. O seu uso
2t gerado poderd afastar o educando da motivagio,

Por si 56, 0 estudo de enigmas produzird grande desenvolvimento do raciocinio,
L viinios deles fixario que ¢ necessiria a completabilidade da andlise dos casos, tio
importante em matemdtica.

~ Abordaremos nes enigmas a conjungdo ... ¢ ..." (verdadeira s6 no caso de ambas
Proposicoes serem verdadeiras), a disjungao fnclusiva “... ou .. (falsa $6 no caso de
wmbas serem falsas ), a disjungdo exclusiva “ou ... ou ..." iverdadeira sé no caso de uma
Minica componente ser verdadeira) e a condicional “se ... entio ..." (falsa sé no caso de
primeira ser verdadeira ¢ a segunda falsa). Alids, sdo aquelas bisicas para os teore-
“mas ou propriedades da matemitica. Fscolhemos como recurso para as resolugdes o
emprego de tabelasverdades,

O interessado poderd consultar, por exemplo, os seguintes livros nacionais:

Fundamentos de Matemdtica Elementar {Bascsa, 1974): trata das proposigoes e dos
conectivos; estudo da veracidade ou falsidade de proposicies compostas; conjuntos:
elementos, operagdes ¢ propriedades; quantificadores; silogismos: diagramas de Fuler,
de Venn e de Caroll; teorema, prova ¢ credibilidade, corolirio e lemna; teoremas apa-
rentados; condigdo suficiente e condig¢io necessaria; indugdo; conjechuras; extensoes,
generalizagdes, especializagdes ¢ analogias; paradoxos; sistemas matemidlicos.

Introdugdo a Ligica Elementar (Castrecer, 1973 1: trata do cdleulo proposicional:
proposigoes, conectivos. tabelas-verdade, equivaléncia e implicagao, formulas
normais conjuntivas e disjuntivas, dlgebra dos intermptores, logica trvalente,

21



validade de argumento; demonstragio indireta; nogoes de axiomatizagdo do
cdleulo proposicional

Logica e linguagent cotidiana— verdade, coeréncia, comunicagdo ¢ drgumentagdo
(MAcHADO: CUNtLs, 20051: T'rata, no cap. 1, da Légica, da lingua e da matemati-
ca: no cap |1, da forma sem contetido ¢ de nogoes de ldgica formal; no cap. 111,
de forma e o contetido: a légica na linguagem colidiana (nesse capitulo o leitor
encontrard piadas como argumentos J; no cap I\, de l6gica, légicas e uma visio
panoramica. Ao final hi uma bibliografia comentada

Recomendamos também leituras e Senso critico (CARRAHER, 2003),

SERIE I: NOTAS DE ALUNOS

Enigma 1: A NOTA ZERO

Situagio: Numa sala de aula, durante uma avaliacdo, uma “cola” for derrubada
no chao préxima de trés alunos, A, B ¢ C. Ela certamente pertencia a sé um deles.
O professor fez uma indagacdo, e as respostas foram as seguintes:

A: A “cola” ¢ minha,

B: Nio fui eu que “colei”,

C: A “cola” nio ¢ de A

Descobriu-se que s6 um disse a verdade.

Enigma: Quem merecta nola zero ou pelo menos ser orientado?

Resolucio: Na tabela seguinte indicamos os trés casos possiveis

l—‘ Caso 1 M{;N): |Caso 3
.'\llllm 7\ \ M M !

MuoB | M |V | M

(AlunoC | M ]\1 v |

Examinemos cada caso:

Caso 1: Se B mentiu, entio cle teria colado: o que estd em contradigao com
a1 verdade de A, Concluimos que este caso nio pode ter ocorrido.

Caso 2: Se A mentiu, entio a cola nio ¢ dele; o que estd em contradigdn com a
mentira de C. Também este caso nio pode ter acontecido.

Caso 3: C falou uma verdade; portanto, estd de acordo com a mentira de A

Por outro lado, B mentiu, entdo ele colou,

Conclusio: B colou.

NOTAL AS 1 -‘-|‘.n.n:l VO TN clhivas Jn|||t‘«-- vl ¢ PO IS SERUTES 10 T wolvidos [
sl. s cneonh Jdas no him :lu "l'” || oot ‘.|- recomen Lo tentat 1 u|u |
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Enigma 2: A NOTA 10

Situacdo: O pai de tiés meninos, A, B ¢ C, soube que s6 um deles receben
10 na escola,

Bastante orgulhoso, perguntou-lhes quem for, Porém, o maisvelho ‘A1, e também
o mais forte, obrigou os outros dois a confirmarem de alguma forma o que diria. De
fato isto aconteceu, pois as respostas foram as seguintes:

A: Eu obtive 11,

B: A alcangou 10.

C: IXn nao consegui 10,

O pai soube mais tarde que s6 um deles disse a verdade.

Enigma: Como o pai pode descabrir qual deles obteve 10 para elogid-lo ou
premid-lo.

'SERIE I1: PARIDADE

‘Enigma 3

Situagiio: Considerar dois mimeros naturais x e v. Sobre eles temos as afinmagies:
Afirmagio A: X € impar e v ¢ impar.

Abrmagao B: Y nio ¢ impar,

Sabemos que os jovens sio muito amigos, entdo ou ambos dizem verdades ou
1b0s dizem mentiras,

Enigma: Descobrir a paridade de x e de v,

Enigma 4

O leitor interessado encontrard em Barbosa (2005, p. 16) um enigma bastante
unilogo.

Enigma 5

Situagdo: Considerar dois niimeros x ey,

Sobre eles temos trés afirmacoes:

Afrmacio 1:Se o niimero x € par entio o nimero v € par,
Afirmagdo 2: A Afirmacio | € verdadeira.

Afirmagio 3: O mimero x é par.

Sabesse que s6 uma das afirmagdes ¢ verdadeira.

Enigma: Oual a paridade de x e qual a de y?

Enigma 6

Sitongfo: Temos novamente dow ndmeros x e v, e as imesinn ahiongocs, porcin
gt sabernos e s das alimagoes ¢ fals




Eandgrna: Qvil o paridade de s e qualade v?
Resoluciio: Tabela Ahrmagdes N Casos.

. Caso ] | Caso 2 (l;ls(; 3 ‘
Afirmacio | 3 YV V i
Af r:mq;‘nr;l : \V I Y
Afirmacio 3 ‘ \"- \’ —] =

Caso FVV ¢ caso VFV: O leitor obsenvard que nestes dois casos temas contradigdo

COIM 05 PrOpPrios Casos.

Caso VVT: Sendo F a afirmacdo 3, segue que x € fmpar. Sendo V a afirmagao
2, temos que a afirmagio 1 também é V em concordincia com o caso. E por ser da
forma condicional temos trés subcasos:

Subeaso VV: Sendo V a primeira componente, devemos ter x € par, em conlra-
dicao com a conclusdo inicial,

Subeaso FV: Sendo I a primeira componente, devemos ler x € impar, conforme
a conclusdo inicial; e sendo V a segunda componente, teremos que y € par,

Subcaso FF: Analogamente se descobrird que x € impar, mas teremos y impar
(sem qualquer contradicio),

Conclusio: Temos duas solugoes

Solugdo 1: x € impar e y € par.

Solugda 2: x € fmpar e y € impar.

SERIE I1I: ORDENACAO DE NUMEROS

Enigma 7

Situaciio: S3o dados nimeros diferentes para os quais foram feitas duas ahrma-
¢oes verdadeiras:

Afirmacao 1: Ou x ¢ o nuior on y € 0 maior.

Afirmacido 2: Ou z ¢ 0 maior ou x € o menor.

«  Enigma: Descobrir a ordem crescente dos nudmeros.

Enigma 8
Situacdo: Sao dados nimeros diferentes para os quais foram feitas duas ahrma-
COeS fnlf\u'.s:

Ahrmacdo DX € o maior ou v € 0 maior
\inmacio 2 7 ¢ o maior oux é o menor.

Bodgmar Descobrr a ordem crescente dos nimeros,

.“{..



VT
Sitoagao: | i b informagdes o seus alunos o respeito de dois
i ., .

. b

W) O nimero x & o maior,
1) O nimero v € o menor,
¢) Pelo menos uma das informacgoes anteriores é falsa.

Enigma: Ajudar os alunos descobrirem gual ¢ o maior.

<

iigma 10

J
- Situagio: No Enigma 9, considerar as mesmas informagdesa e by, mas alterar a
eeira para “c| Nas informagaes anteriores a) e b1 pelo menos uma ¢ verdadeira™.

Enigma: Qual ndmero ¢ o menor?

nigma 11

Situagiio: Sobre os niimeros x e y desiguais foi informado que

a) X € 0 maior;

b} x ¢ o maior ou y € 0 menor;

¢! sabe-se que das informagaes a) ¢ b) pelo menos uma ¢é verdadeira.

Enigma: Qual a ordem crescente dos dois niimeros?

SERIE 1V: SARCOFAGOS E TESOUROS

Enigma 12: 0S DOIS SARCOFAGOS

Situagdo: Numa gruta, bem escondida, foram encontrados dois sarcofagos A ¢
B com as seguintes inserigoes relativas a um tesonro:

Em A: Neste sareéfago hd um tesouro e, no outro, um pé mortal,
Em B: Num sarcéfago hd um tesouro e, no ontro, um pé mortal,

\ Ao alto, na parede préxima, havia o aviso abaixo transerito:

‘ Uma das inscri¢des dos sarcéfagos
é verdadeira e a outra é falsa,

Enigma: Em qual dos dois saredfagos estd o tesouro?

Enigma 13: OUTRO DE DOIS SARCOFAGOS
Situagdo: [nscrigdes nos sarcéfagos

Em A: Pelo menos um destes sarcéfagos tem um tesouro,

.25.



oo B HE v po mortal no outro sarcofago

AVISO

As inscrigoes nos sarcofagos sao ou
ambas falsas ou ambas verdadeiras.

Enigma: Qual sarcéfago abriria para encontrar o tesouro?

Enigma 14: 0S TRES SARCOFAGOS E O TESOURO
Situagio: Nos sarcGlagos de trés mimias liam-se respectivamente as inscrigoes
i, b2 Ha um pé mortal neste sarcélago
n. 2: No sarcdfago n. | hd um pé mortal,
n. 3: Hd um pé mortal no sarcéfago n. 2

\o alto, na pare de bem atrds dos timulos, estavam dois avisos:

AVISO A AVISO B
S6 uma das Um s6 sarc6fago possui o tesouro
inscrigoes é falsa. e dois possuem poé mortal.

I'..Iliglllil: “( :\('lll»'il‘ ¢ lllll' Sl <'||7;|:,:.' ¢sta o tesouro

Enigma 15: VARIANTE DE TRES SARCOFAGOS

Situagdo: Substituir no enigma 3 o aviso A pelo seguinte:

AVISO A
S6 uma das inscricoes é verdadeira.

Enigma 16: OUTRA VARIANTE DE TRES SARCOFAGOS
O leitor interessado encontrard na pagina 26 de Barbosa (2005) uma ountra va-

riante, com solueio na P 45,

RESOLUCOES

Enigma 2
Sugestio: Construa uma tabela andloga ao enigma | ¢ estude os virios casos,

Solugio: B

Enigma 3

Resolugao: Temos duas possibilidades, conforme indicamos na tabela:
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Claso 2 I I’
O que A afirmon ¢ da forma de conjungio, portanto, por ser verdadeira,
ente ¢ verdadeira: x é fmpar (V1 ¢ v é impar (V); mas, sendo verdade o
1, lemos que: v ndo € impar (V); portanto, temos uma contradigio relativa

tle o conslatagio que o Caso 1 nio pode acontecer.
b 2 O que B afirmou é falso, entio v é impar (V). O que A afinmou ¢ falso,
o da forma de conjungdo, pelo menos wma das componentes ¢ falsa, entio
subcasos FF, FV e VI, Mas sd FV pode se verificar; portanto, x niio é impar

" 1 )
)

le que x ¢é par (V).
lﬁlcﬂoz X ¢ par e y ¢ impar.

5

olugao: Temos a tabela Afinmagoes X Casos:

Caso | | Caso 2 [ Caso 3

Afrimagio | V I I
Afirmagio 2 I \'4 0

Afinnagio 3 I I’ Vv

~ Caso VIF: Sendo I a Afirmagio 2, segue que a Afirmagiol também é falsa, em
mtradicao com o proprio caso, no qual a Afirmagio | devia ser verdadeira,
sas0 FVIE': Sendo Va Afirmagio 2, segue que a Afinmagiol também ¢é verdadeira,
contradi¢io com o préprio caso, no qual a Afirmagiol devia ser falsa.
~ Caso FFV: Sendo V a Afirmagio 3, segue que de fato o niimero x ¢ par. Sendo
a Afirmagio 2, segue que a Afirmagdo 1 € falsa, em concordiincia com o caso; ¢
ndo da forma condicional, a primeira componente ¢ verdadeira, ¢ a segunda é
Isa. Isso acarreta que x ¢ par (conforme a conclusio anterior) ¢ que v é fmpar.

Solugdo: X € par ¢ y € impar.
Enigma 7
Resolugio: Desde que as afinmagaes sdo da forma de disjuncio exclusiva (ou ...

o ...) ¢ sdo verdadeiras, apenas uma compaonente de cada uma ¢ verdadeira, conforme

a tabelinha seguinle desse conectivo.

Proposicio p | Proposicioq | oupougq
v T,
I v v |

Pela Afirmagdo 1 verdadeira, seja na situagio VI seja FV das componenles,
concluise que z ndo ¢ o maior. Considerando o resultado anterior, descobrimaos
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e sitoagio o Afirmagho 2 ¢ ade WV G primeira componente falsa ¢ o segunda

y F
uilllpn:u‘llll' \('I(l.l.ltll.l'. (l( ol (lc sCEue (|||r L O Ny

Solugao; A ordem crescente éx <z < v,

Enigma 8

Resolugao: Se ambas sio falsas, temos 56 a situagio FF das componentes para a
Afirmagdo 1 (conectivo da forma disjunco inclusiva) e as situagoes V'V e FI para a
Afirmagdo 2 (conectivo da forma disjuncio exclusiva). Vejamos a situacio FF para a
Ahrmagio 1: Teremos que x nio ¢ 0 maior e vndo € o maior, 6 pode ser z o maior. O
que concorda com a situagdo VV da Ahirmagio 2. resultando ainda que x ¢ o menor.
I clara tambémn a posigio intermedidria de v. Porém. falta ver se concorda com a
situagio I'F da Afirmagdio 2: Agora, ndo estd de acordo desde que sendo I a primeira
componente de 2 temos que 7 € 0 menor em contradigiio com z é o maior

Solugdo: A ordem crescente é x < v < 2,

Enigma 9
Resolugio: Tabelinha Informagaes X Casos

Caso | Caso 2 | Caso3 1
Informagdo a) I )4 I
Informagio b \ l I I

Caso I: Se a informagio a) € I, entio x é o menor; mas sendo V a informaciio
b), v ¢ 0 menor, portanto temos uma contradicio, ¢, consequentemente, o caso ndo
pode se verificar,

Caso 2: Se a informagdo b) € I, entdo v € o maiot; mas sendo V a informacio a),
o maior € 0 x, e novamente lemos uma contradi¢io,

Caso 3: Se a informagdo a) é I, entdo x € o menor; ¢ sendo F a informagiio b}, o
nimero y € o maior, o que sdo conclusdes compativeis,

Solugio: O maioréoy.
Enigma 10

Resolugdo: Sugerimos procedimento andlogo ao anterior.
. Solugio: Y é o menor.
Enigma 11

Resoluciao: Tabela [nformagdes X Casos

’ Caso'1 ! Caso2 | Caso3 |

e ——

| E ; = y
| Informagdo a) \ F \

=2
i)
l

Informagio b)




snentes sio finlsas.
| | c. elh oonuquencia lemos

0. Sendo Inform (o a) fulsa, segue que x € o menor, A Informagio b) é
i, e, sendo disjunglio, teros trés situagdes a analisar:
ituagio VV: de onde x € o maior, em contradigdo com a anterior,

iuagio VI de onde novamente x é o maior e hi de novo contradigdo com
or, e contradigio com ela mesma, pois sendo falsa a segunda componente,
Hos (ue y ¢ o maior.

Stuagio FV: de onde x € 0 menor e v é o menar, entdo temos contradigdo.

g

3

s0 3: Sendo a) verdadeira segne que x é o maior.

Situacoes de b:

: De onde x é 0 maior ¢ y é o menor, em conformidade com a anterior.
: De onde x ¢ o maior ¢ v é o maior, temos contrudi(;&of POis X # V.

Il De onde x é o menor, em contradi¢do com a anterior.

Solugio: v = x

igma 12
Resolugdo: ‘Temos dois casos para analisar:

- Caso VI Sendo V a inserigiio de A, decorreria que a inserigio de B também
1 V; logo, em contradigio com o caso (VI ) em estudo; consequentemente, o caso

podc se verificar,

Caso FV: O valor V da inscri¢do de B apenas nos informa que o tesouro € tinico,
b temn num sarcofago. A inscrigio de A ¢ da forma de conjungiio (.. e..), e, sendo
ilsa, uma componente pelo menos ¢ falsa, entdo temos trés subcasos a analisar:

Subcaso FV: Sendo I a primeira componente, teriamos em A o pé mortal ¢,
portanto, em B o tesouro, Porém, sendo a segunda componente V, entio em B deve-
famos ter também o pd mortal, ¢ é contradigio.

Subcaso VF: Sendo V a primeira componente, terfamos em A o tesouro, e, por
r a segunda componente F, terfamos no outro também o tesouro. Novamente uma
contradicio.

.

Subcaso FF: Se a primeira componente é F, teriamos em A o pé mortal e, por-
fanto, em B o tesouro, conforme o ' da segunda componente.

Conclusio: O tesouro esti em B.
Enigma 13
Resolugao: Nesse enigma temos:

Caso FI: Sendo I"a inscrigdo de B, segue que em A nio existe pa morlal; portanto,
deve conter o tesouro, o que torna V a inscrigio de A: em consequénein, termos i .
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contradicho com o caso em estudo (FF); amin, o caso ndo pode se verlfioar

Caso VV: Sendo V a inscrigio de B, segue que em A estid o pé mortal, e por ser V
a mserigdo de A, segue que em B estd o fesouro.

Solugao: Abrinia o sarcéfago B.

Enigma 14
Resolugao: Tabela de veracidade Inscrigaes X Casos conforme aviso A
Caso | | Caso 2 | Caso 3
. | I \ Y
n. 2 V I’ V
| W \ I

Analise dos casos:
FVV: Seainscricaon, 1 for I, segue que o sarcolago | ndo tem pd mortal;mas,an. 2é

V, nos informa gue no 1 tem pé mortal, logo, temos contradigiio, e o caso ndo acontece.

VEV: Sendo V a n. 1, segue que o sarcéfago 1 tem pd mortal; masan. 2 € F,
entdo no sarcéfago | ndo tem pé mortal, Temos de novo nma contradigio.

VVF: Neste caso, o Vdan. 1 eoVdan. 2 sio concordes. Sendo [' a n. 3, entdo
ndo hi pé mortal no sarcofago 2, e, portanto, neste sarcdfago estd o tesouro

Solugiio: O tesouro esti no sarcafago n, 2, e os dois outros possuem pé mortal.

Enigma 15

Resolucio: A tabela Inscrigoes X Casos de acordo com o aviso A serd

[ Caso | (‘Llsu—:l- | Caso 3
n, | V I A I
n:2 | F I ¥
n3| F Yo |0

Os casos | e 3 conduzem a contradigdes, ¢ o caso 2, 2 solugdo.

Solugao: O tesouro esti no .sm'c()fagu |

Norarinai: O interessado em mais enigmas, encontrard em Druck (1950, p. 10-18)
virios bem interessantes relacionados 4 Alice, ao Ledo € ao Unicdrnio,

Vamos ser logicos: Chega de logical

Caso nio consiga ler as palavras acima, pega a alguém,
que tenha boa visio, para contar-The que na proxima parte
vamos falar um pouco de COLORACAO!




Caso ele ndo saiba e ndo saiba que ndo sabe,
‘entdo o desdenha.

Caso ele saiba e saiba que sabe,

entdo o segue.

Caso ele saiba ¢ ndo saiba que sabe,

| entilo o desperta.

Caso ele nio saiba ¢ saiba que nio sabe,
entdo lhe ensina.

-31-



-

10) "

)RACAO DE POLIGONOS REGULARES E OUTROS
|| {.'1.0.

o NTT g . > - - 8 rhels b R . 5353
e T (et | TN TR i 3% s che £ 27 10 - RIS I

POLIGONOS REGULARES

Todo poligoro regular de n lados pode ser dividido em n tridngulos iguais (con-

ites) com um vértice no centro do poligono. 4

X & P

Dizemos que uin poligono regular tem coloragdo completa se ¢ somente se cada
ngulo componente for pintado com alguma cor; entendendo-se mais precisamente
¢ {15 cores ndo precisam ser iguais.

- No caso particular de possuirmos duas cores de tinta, branca e cinza, cada regiao
angular componente tem duas opgoes de cor; portanto, na total teremos 22 i
2 figuras com coloragio completa. Assim, se considerarmos tridgngulo equilitero
=3} entdo teremos 2' = 8 figuras, conforme indicamos a seguir:

ALAA
AAAA

Entretanto, observando as figuras n. 2. n. 3 e n. 4, verifica-se que podemos girara
i, 2 no sentido horério ¢ obter a n. 3, e girando novamente do mesmo dngulo (12071

L
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obtemos a n. 4+ Dizemos entiio que elas se identificam por robugaes [

| dizer que estas trés constituem uma classe de equivaléncia e que o liuer an
‘ ¢ sua representante
Da mesma forma podemos proceder coman. 3,an. 6 ean. 7, e também as
identificamos por rotagio; portanto, constituem outra classe de equivaléncia. Do
panto de vista educacional é mais conveniente dizer que cada classe de equivaléncia
| tem 0 mesmo padrio de coloragdo, € cada figura que tenha o mesmo padrao serd
1 representante da classe, Além da simetria rotacional eutra interessante de ser ressaltada
i é a simelria reflexional. Assim, a n. 3 e an. 4 padem ser identificadas considerando
a reflexdo de eixo dado por uma vertical coincidente com a mediatriz da base; a n. 2
se identifica com an. 3 por reflexio de eixo dado pela mediatriz do lado da direita;
e. finalmente, a n. 2 se identifica com a n. 4 por reflexdo de eixo dado pela mediatriz

! o=

r do lado da esquerda. Analogamente, verificamos o fato nas figurasn. 5, n. 6 en. 7.

. Considerando as identificacdes anteriores, podemos dizer que icamos com
quatro figuras, ou melhor, ficamos com quatro padroes de coloragiio; on que pode-
mos pintar de quatro maneiras com duas cores de tinta os tridingulos componentes
1 do tridngulo equilitero,

E possivel fazer outra classificagio, considerando o nimero de cores empregadas:
diremas que an, | e a n. 8 sdo monocoloridas e que as oulras seis 530 bicoloridas.

l Material: |4 que temos oito figuras de tridngulos equildteros e, portanto, 24
tridingulos isésceles componentes, no minimo empregar-se-i, para as explicagoes,
12 de cada cor. E conveniente pintar as pegas nas duas faces, facilitando reflexaes

sem uso de espelho,

ATIVIDADES

Atividade 1

Situagio: Dispde-se de um conjunto de tridngulos retingulos isdsceles iguais,
cuficiente para compor quadrados, e duas cores de tinta: preta e cinza.

. Problema: Quantas coloragges completas diferentes' podemos obter para os
guadrados? Exibi-las,

Solugio: Das 2! = 16 figuras possiveis temos seis padraes de coloragao.

An. A
v v

i poddern concidin por simetria reflexional ou simetria rotacional,

sovoloridos

s Ah
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N
d

beriul No minimo 12 trifngulos de cada cor para cada grupo de alunos,

Wuaugho: Dispoe-se de uma colegio de triangulos isdsceles iguais suficiente para
(wlrios pentdgonos regulares e duas cores de tinta.

&

blema: Quantas coloragdes completas diferentes se podem obter para os
onos? Exibi-las.
jalugio: Das 2° = 32 figuras possiveis temos 8 padides de ealoragio.

Monocoloridos & I ‘
e VAV!&

HBicoloridos A B A e o
i a7 Tt V¥ Y VN

Material: No minimo 20 triangulos isésceles de cada cor para cada grupo de

N

oS,

Ividade 3
' Situagio: Dispae-se de um conjunto de triangulos equildteros iguais suficiente
i compor vérios hexdgonos regulares e duas cores de tinta.

.

Problema: Quantas coloragdes completas diferentes de hexdgonos podemos
borstruir? Mostra-las.

Solugdo: Das 2¢ = 64 Aiguras hexagonais possiveis, podemos esperar, ¢ face
los resultados anteriores, respectivamente 4, 6 ¢ 8, que deviamos ter 10 padroes de
voloragao. Entretanto, a inferéncia ¢ prematura, tem-se realmente 13,

Monocolorides VA AVA
Nonocoloridos vAv v‘v
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AVA. AVA. AVA AVA ’J'A
A VA A A W

AVA AVA. VA AA VYV
VWV "V VV VV VA

Material: No minimo 39 tridingulos equildteros de cada car,

Bicoloridos

MATEMATICA SUBJACENTE EM NIVEL AVANCADO

‘T'odas as situagdes-problema anteriores envolvem um recurso mais avanga-
do de matemitica, o da Teoria dos Grupos, especifica do Método de Contagem
iniciado em 1937 por George Polya, com sua teoria dos Indicadores de Ciclos,
um tema bastante estudado ¢ desenvolvido por virios matematicos. Contudo,
parece-nos que, historicamente, o primeiro matematico a tratar de problemas
de coloragao foi Percy Alexander Mac Mahon, de Cambridge (Inglaterra), em
1921, justamente com um equivalente ao que usamos na introdugio.

No caso do tridngulo equilitero, chamando de a, b e ¢ as trés regides, as
suas permutagdes por ciclos sio dadas pelo quadro seguinte:

Stnelrias Permutagoes Parametros
Identidade (a)(b)(c) (t,)
(ab)(c) ' _‘l—,‘g— .....
Refexdes (ac)(b) ' Gl
(be)(a) L,
Rotacdes fdbe) h
(ach) t

Entdo o seu Indicador é [ = (f," + 34, +2t,)/ 6, de onde com todo |
= 2 (cores) temos N, = 24/6 = 4, e analogamente para outros nimeros de
cores, Para cada figura, independentemente de ser poligono regular, descobre-se
o indicador de ciclos ¢ substituem-se os t. E claro que, substituindo todos os t
por n (nimero de cores), encontra-se a formula de contagem, no cason(n + 1)
(n + 2)/6. Ao interessado, sugerimos nosso trabalho Barbosa (1979),

B — QUADRADOS E RETANGULOS — ATIVIDADES

Atividade 4

A ||ut'mwnh'-. com quadrados componentes podemnos compor um quadrado
duplo 2X2; e usando duas cores de tinta (branco ¢ cinza) obteremos de novo seis
paddites de coloragio, a seguir mostrados seus representantes:
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tetinl No minimo 12 quadradinhos de cada cor.

g problema: Descobrir quantos sdo os padides de coloragio para o qua-
Wplo 2X2 com trés cores de tinta

lugio: 21 padrocs.

g2 pic e
grial: No minimo 42 quadradinhos de cada cor; ¢ mais conveniente o uso
[quadriculado,

‘.

ade 6
iuagio: Dispomos de quadrados iguais suficiente para formar virios retangulos
tluns cores,

Problema: Descobrir o niimero de padrées que podemos obter realizando colo-
% completas. Mostri-los,

I -
Solugio: 24 padroes.

Monocoloridos

Tipo 4P2C
NN NN
- H HN
H EE B
H B NN

Tipo 6P Tipo 6C
| [ |
EEE
Bicoloridos
Tipo 5P1C Tipo SCIP
HEE EEmem o0 o
HE EERE "R EC

Tipa 4C2P
RER
N N
ﬁi- ;: .:. > :\j - I'
B [
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Material: No minimo 72 quadradinhos de cada cor; de onde decorre a conve-

niéncia do uso de papel quadriculado, pois em contririo exigiria muito material (de
madeira, EVA ou papel carliol.

Nora: Caso vocé, colega professor, queira verificaracontagem, 7= (¢ + 1] +21;)/4
¢ o Indicador de Ciclos do retingulo, de onde para duas cores N, = (64 + 16 +
1614 = 96/4 = 24. Para triés cores temos .\’l o= (7294 81 + 54)/4 = 216, 0 que
mostra a dificuldade de se descobrir apelando apenas para o visnal e algnma possivel
regra para as coloragoes.

C - OUTROS POLIGONOS

Atividade 7

Situacio: Temos um conjunto de quadrados izuais suficiente para construir virias
CTuZes, como a Ili(ll(.'-](lil a5¢ ‘L_‘IIII‘ C (lll.‘lﬁ cores lll tinta: ])ILLI ¢ cinza.

Problema: Descobrir o nimero de padroes de coloracio.
I

Solugdo: 12 padries de cruzes,

Material: 30 quadradinhos de cada cor, entdo ¢ melhor usar papel quadriculado,

Atividade 8
Situagio-problema: Com tridngulos retangulos escalenos iguais e duas cores,

descobrir os padries de losangos.



< "\*<><>

al: No minimo 14 tridngulos de cada cor.

u mcnle. usar papcl quadnculado

3 monocoloridos <> @ 4}'

< =5 <«

I5 bicoloridos <> <> <>é>
< < s T
-

9 tricoloridos /> $ 4\7\ ‘<>
< ~>

Nora: O interessado encontrard a formula de contagem n(n’ + 3)/4.

Atividade 10

~ Situagdo-problema: Com quadrados de duas cores quantos padroes de coloragdo
“da figura ao lado podem ser construidos? Exibi-los.

1

Solugio: 4 padroes.

.390.
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D - COLORINDO VERTICES OU LADOS

No caso de ndo se empregar apenas desenhos. estas atividades produzem alto griu
de motiva¢do nos alunaes, ji que possibilitarn o emprego de material manipulativo
bonito. A opgiio ¢ o trabalho com varetas de madeira para os lados dos poligonos ¢
pequenas bolas coloridas de isopor para os vértices, nas quais serfio espetad as as varctas
para a obtengdo de poligenos. E importante para o visnal que as varetas tenham a
mesma medida e sejam da mesma cor, até da cor natural de madeira.

O abjetive de cada atividade € descobrir o namero de padrdies de coloragio
dos vértices de poligonos gquando se pintam os vértices (na situagio sugerida,
pintam-se as bolas de isopor). A grande vantagem reside no fato de o aluno poder
movimentar os seus poligenos, rotacionando-os ou reflexionando-os ao redor de
algum eixo (aqui evitando o uso de espelhos;.

LIm segundo tipo de atividade trata da descoberta do ndmero de padroes de
coloragdo dos lados de peoligonos quando se pintam os Jados. Também para estas
sugerimos o emprego de varetas e bolas de isopor: porém, agora, as varetas ¢ que
sdo coloridas, ¢ as bolas de isopor, sempre brancas.

Atividade 11

Situacio-problema: Descobrir o niimero de tidngulos equildteros diferentes
que se pode obter colorindo os vértices?

Veremos as solugdes para duas ¢ iés cores respectivamente.

a) Duas cores

= pey

b) Trés cores

Solugoes: 10},

Monocoloridos

e NTAVAY

Tricolorido




N ,,".‘: —
AR NCrne

blerna: Descobrir o nimers de quadrados diferentes que se pode

i -9 0990099000

e cores

cis $37L8S

s 343208388868
009098209

i 0T ITTLL LS

Solugoes; 21.

Bicoloridos

',. dade 13
Situagiio: Temos dois yuadrados articulados num “esqueleto” de varetas e bolas
Bopor, como indica a higura abaixo.

543

Problema: Descobrir o nimero de esqueletos diferentes que se pode obter co-
indo com duas cores as bolas de isopor.

Solugdo: 24 padroes.

tividade 14
Situagao: Dispoe-se de um losango composto de dois tridngulos isdsceles de
iretas e bolas de isopor articuladas formando um “esqueleto”. coma indica a figura
acla a seguir,
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Problema: Descobrir os esqueletos diferentes que se pode obler o Lo
duas cores as bolas de isopor.

Nota: Deixamos ao leitor o prazer de encontrar as solugoes.

Atividade 15

Situagdo-problema: Qual o niumero de triingulos equildteres diferentes que se
pode obter colorindo os lados?

al Duas cores

O,
Solugio: + padroes. ! 5 S Z “ ..'CXJ
O.u ' -b < O.l 1am

bi Trés cores

Solugio: 10 padrdes.

Monocoloridos g 5 ..'O , g E
O.I.I . -b
BiCOIOI‘idOS ! ’o. ! : f 5 f ". °..C\> .o.
v Y o.- “raw O.' waaw
Tricoloridos 2 ,

Atividade 16

Situagio-problema: Descobrir os quadrados diferentes que se podem obter
colorindo os lados?

O leitor ja deve ter descoberto que obterd 6 e 21 soluges para duas e trés cores,
respectivamente.
Atividade 17

Situagao-problema: Descobrir os diagramas quadrados diferentes que se podem
obter colorindo as seis arestas com duas cores.

MATEMATICA SUBJACENTE AO NIVEL MEDIO

Vamos aproveitar para comentar que esta questio é propicia para o professor
ntilizar a expansio binomial de Newton (do Ensino Médio).

Solugdo: 19 padraes.

&2




) e by 1Syt e 20000 !Uy‘:‘-o- 6y'x+y‘:ondo cada termo
ponl; V \fiRtims yem considerar us aimetrias. Assim, | | Sy'x" corresponde a
mamm com uma cor e quatro com outra. Podemos entdo conferir
e lru padities descobertos:

EEE
(I
'. e
..>..
.
* e
\g -
E_3

-

) primeiro padrio é de uma classe com dois diagramas (que se identificam
ptagdes de 90°), o segundo € finico na classe, o terceiro € de uma classe com
por mudanga da cor nas diagonais (reflexdo horizontal) e rotagoes sucessivas
I, & 0 quarto a uma classe com quatro representantes; entdo: 2 « | + 8 4= 15.
, pode-se também lembrar aos alunos que 15 nada mais € que o mimero de
hmgécs de seis arestas tomadas duas para a segunda cor; ¢ ainda relembrar a
Idade dos ntmeros de combinagdes complementares.

Sugerimos ao leitor interessado a aplicagio dessas ideias em alguns problemas.

vidade 18
Situagdo-problema: Descobrir os padries de coloragies diferentes dos dia-
nas que se podem obter colorindo os seis vértices usando duas cores,

-

a). T'rés vértices de uma cor e trés de outra

Solugio: § padroes

b} Cinco vértices de uma cor e um de outra
Solugio: 3 padroes + 3 padrdes (trocando P com B)

e e
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o) Quatro vértices de uma cor e dois de outra

Solugdo: 7 padries + 7 (trocando P eomn B

d) Seis vértices de uma mesma cor.
Solugio: | padriao + 1 {trocando P com B)

Total: 8 4 6 + 14 =+ 2 =30 padrdes,
|

Atividade 19
Situagao-problema: Descobrir os padries de coloragoes diferentes do diagrama
ao lado que se podem obter colorindo os seis vértices usando duas cores.

Resolugio: Sugerimos proceder analogamente a Atividade 1 8,

Solugdo: Serd que o total € 45?7

Atividade 20

Situagdes andlogas, quando aplicadas a faixas de tridngulos ou faixas de quadra-

“dos, possibilitam no Ensino Fundamental um relacionamento com fragdes, gerando

a fixagdo do seu conceito € notagio,

Considerar, por exemplo, uma faixa de quatro tridngulos equiliteros. Descobrir
os padroes usando duas cores para pintar os tridngulos.

INENS

Solugio: 10 padroes.

VAVAVY VANYA Ay AVY YV Y
AV /YA NVA/ NV NN

WA




te, 0 nniatie que a faixa pode ser virda girandoa
MM 1 rolae il dl 180") portanto, o tridngulo | troca de Tugar
‘& lngulo Yoo !M 0 3 De onde se conclui que a figura 1, quando
i @ mesma coloragio, a 2 girada daria o tridngulo | em branco ¢ 0 4 em
3 daria o tridngulo 2 em branco ¢ o 3 em preto, ¢ assim sucessivamente.
Mitro lado, a figura 2 ¢ a figura 3 possuem um s6 tridngulo em preto; a n. 4,
| , #n 6ean, 7 possuem cada uma dois tridngulos em preto, ete. F agora,
i ipal, coneeituar usando o nimero de partes em relagio ao total de partes
Iy 0/4, 14 (duas maneiras), 2/4 (quatro maneiras), 3/4 (duas maneiras) e /4
W mancira). Para tiés cores tem-se 18 padries

r
No caso de faixa com cinco tridngulos equiliteros, a identificagio de figuras é
Leom reflexdo em eixo vertical (virando a faixa), o tridngulo n. | coincidird com
300, 2comon. 4 eon. 3 ficard sobre si mesmo, Entio temos 20 padroes para
Lgores: 0/5 (um), 1/5 (rés), 2/5 (seis), 375 (seis), 5 (trés) e 5/5 (um),

Outro ponta de vista interessante nas explicagdes, mais ample do que o usual
| regado por um bom nimero de decentes, que é o de considerar 6 a primeira
, s duas primeiras, ete. Certamente o leitor, prezado professor. deve ter notado
vﬁrlas questdes anteriores podem ser aplicadas a aprendizagem de [ragoes,

‘Como ¢é maravilhosa a sensagdo da
descoberla da Matemadtica! Temos a
convicgdo de que jamais esqueceremos,
E como desejamos prosseguir!
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CAPITULO 4
) ORAGAO DE CUBOS E OUTROS POLIEDROS

fez progresso na arte de raciocinar.

ITRODUGAO

U cubo tem coloragdo completa
1 alguma cor. Caso dispomos, por exempl
‘i obter cubos com coloragio completa:
i corl; b) bicoloridos (Ae B;Ae C;AeD;
BeC; A BeDiA C e D: B, CeD)ed) tetraco
psivamente. No ¢aso de mais cores, teremos pentacoloridos e
ubos de coloragdo diferente aqueles que nao
simelria rotacional.

< ¢ somente se cada uma de suas faces € pintada

o, de quatro cores detint: A, B, Ce D,

a3 monocoloridos ({pdas faces com &

BeC:BeD;CeD)ic) tricoloridos
lotidos (A, B, Ce D); ¢ assim
hexacoloridos.

e identihicam

Consideraremos ¢
algama simetria reflexional ou

SINTANDO AS FACES DE CUBOS

id

{uagio-problema 1 (modelo)
Situacio: Dispde-se de cubos colori

problema: Quantos cubos de colora
(C) e preta (P).

dos com duas cores

¢oes completas diferentes existem?

Resolugiio: Sejam as cores cinza
| Procedimento: Raciocinando sobre planificagoes.
de planificago do cubo a figura hexa-

Consideraremos para nossa forma padrio
por um lado) dada a seguir.

§ (seis quadrados conectados pelo menos

stern 11 hesamings (6 quadrados coneclados pelo menos por i lado! que plani-

o eubo
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2 monocoloridos
8 bicoloridos

Total: 10 cubos.

COMENTARIO

O leitor observard que no n. 2 iniciamos com uma quadricula em preto, mas
qualquer quadricula poderia ser empregada para ponto de partida. Em seguida deve-
riamos acrescentar uima preta, porém buscando para a nova prela todos os possiveis
posicionamentos (diferentes por algamento das respectivas planificagdes ou por si-
metrias), Assim, para passarmos a duas pretas. bascamo-nos em vizinhanga da preta
anterior, quando obtivemos a n. 3 ¢ a n. 4; na 3 fica oposta e na 4 fica vizinha. E
mmportante observar que se a ivéssemos colocado em qualquer das outras trés posigdes
ela teria ficado vizinha da anterior. Ao ampliarmos para trés pretas, a terceira na n, 5
ficou em continuagio com as duas anteriores, ¢ na n. 6 elas formaram no cubo um
triedro preto. I claro que se tivéssemos colocado a nova preta do lado esquerdo (da
cruz) formaria também um triedro preto e, portanto, seria identificivel coman, 6. I
se colocdssemos no pé da cruz, identificar-se-ta com a n. 5. No caso da quarta preta
¢ mais facil observar o posicionamento das quadriculas de cor cinza; na n. 7 elas sio
vizinhas, e na n. § elas sio opostas.

Nota: Parece-nos adequado, em sala de aula, pedir que os alunos esclaregam
suas descobertas; algumas interferéncias do professor poderdo ajndar, principalmente
questionando posicionamentos em quadriculas vazias ndo utilizadas.

2% procedimento: Raciocinando direto sobre espécies de cubos.
Monocoloridos: ® Espécie 6C — basta colorir todas as faces com cinza.

* Espécie 6P - substituimos, em todas as faces, a cor cinza pela preta.
Bicoloridos: Devemnos ter pelo menos uma face preta; portanto, podemos imaginar
0 cubo com a face preta no plano da mesa.
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Mntanios o supenion com P e as ontras com C.

Qualguer ontea com I texceto a superior) e as restantes com €

hdcie AP3C < Devernos pintar mais duas com P

Hface superior com P e uma lateral qualquer com P

' olorimos duas faces laterais vizinhas com A

_"' cie 4P2C ~Trocamos P com C em 2P4C, obtendo dois padroes
apécie SP1C —Tracamos P com € em 1P5C, obtendo um padrio

l'otal: 10 padroes de cubos coloridos

MATICA SUBJACENTE EM NIVEL AVANCADO

Fambém aqui é aplicdvel o Indicador de Ciclos ‘
= (1% + 67, + 3077+ 8t2+ 6t7) /24
B onde N2 = (64 + 48 + 48 + 32 +48) /24 = 10

heio: Nas sitnagoes-problema 2 até § dispaem-se de cubos coloridas com as cores
iea (B), cinza (C) e preta (P).

Jagdo-problema 2

roblema: Quantos sio os cubos tricoloridos diferentes, com coloragio completa,
il forma que cada cubo tenha duas faces de cada cor?

Solugiio: 6 cubos.

tuagdo-problema 3

* Problema: Qunantos sio os cubos bicoloridos diferentes, com coloragio completa,
o uma face de nma cor e as outras de outra cor?

Solugio: 6 cubos.

tuagao-problema 4
Problema: Quantos sio os cubos hicoloridos diferentes, com coloragio completa,
ido trés faces de uma cor, ¢ as outras de outra cor?

Solugio: 6 cubos.

Ituagdo-problema 5
Problema: Quantos sio os cubos bicoloridos diferentes, com coloracio completa,
1o duas faces de uma cor e as outras quatro de outra cor?

Solucido: 12 cubos.



Situagho-problema 6

Problema: Quantos sdo os cubos diferentes, com coloragio completa, tenda
uma face de uma cor, uma com outra cor € quatro faces com uina terceira cor?

Solngdo: 6 cubos.

Situacao-problema 7

Problema: Quantos séo os cubos diferentes, com coloragio completa, tendo
uma face de uma cor, duas com outra cor e trés com uma terceira cor?

Sugestio de Resolugio: Separar em casos 3PZBI C,3P1B2C, 1P3BZC, 2P3BIC,
1P2ZB3C e 2P1B3C,

Solugio: 18 cubos,

Situacdo-problema 8
Problema; Quantos padraes de cubos existem?

Resolugio: Consiste em somar os totais parciais das situagoes-problema anteriores
para 3 cores: 6+6+6+12+6+18=54¢, com mais trés monocoloridos, temos 57
padroes de cubos,

Norma: O interessado em algo mais, poderd conferir com o Indicador de Ciclos do Cubo.

Situagdo-problema especial
Situaciio: Dispomos de cubos coloridos com as cores A, B,C,D,EekF.

| Problema: Quantos cubos hexacoloridos diferentes existem?

Resolugiio: Como procedemos anles, coloquemos o cubo de tal forma que uma
das faces repouse sobre o plano da mesa, por exemplo, a de cor A,

oA

Temos cinco opgdes para a face superior (a oposta): B, C, D, E e F. Selecionando
a de cor B, as outras quatro cores sobram para as faces laterais; elas constituirdo seis
disposicdes circulares diferentes’ : CDEF, CDFE, CEDF, CEFD, CFDE e CFED

Jd que para cada uma das cinco cores na face superior temos seis disposigdes nas
fuces laterais, teremos, entdo, ao todo 30 cubos coloridos diferentes.

——
S e nidmero pode ser cale wlado por (4 = 1)1 = 31 = 3.2.1 = 6 no Ensino Médio, mas
'll!d! st et ido para o Fundamental em cardter de informagio.
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i 1notivighio emergente das atividades de coloragio, o professor pode
| ‘,';," e o temi GUBO. Assiin, ¢ convenlente conceituddo como hexaedro
i fhees quidruclas); contar os vértices (oito), contar arestas 121; contar arestas
, cada vértice (trés); contar triedros (oito tri-retingulos); verificar a
) Buler para poliedros regulares (V = F=A+ 2); mostrar que a férmula é
planas onde V ¢ substituido pelo niimero N de nds, f pelo nimero

N

hes e A pelo numero S de segmentos (N + R =S + 2, onde para R € contada

od
epifo): estendé-la para qualquer niimero de arcos (Ar), conectando dois nds;
5\ 'I X d 3

kpmu drvores (s6 existe a grande regido, ¢ o desenho € conexo).

P g aw

Vil = 546 N+R=15+8 Rm:sx N+R = 12+1
A2 = 12+2 §42 = 2142 | Ars2=10+2 A2 = 1142
WA = A+2 N+R = 5+2 l N+R = Ar+2 N+R = A+2

‘Se houver receptividade dos alunos, ampliar as coloragdes para outros poliedros
Hlares (tetraedro e octacdro) ou para prismas retos (base triangular, retangular,
fagonal, ete.), tornando as aulas bem dinimicas.
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~ DESCOBRINDO MINIMOS DE CORES

~ Procuraremos responder neste item a uma pergunta possivel em muitas agoes
¢ coloragio:
" 7 . Ly N .

Qual é o nimero minimo de cores para colorir determinados elementos de um
wliedro, desde que ndo se tenham dois elementos da mesma espécie vizinhos' com a

nesma cor?

! Faces com aresta em comum, arestas com vérlice em comum, vérhices com aiesiy
conectando-os.

H1-




Atividade 1

Qual o mimero minimo de cores para colorir as faces de vm cuba, desde que
faces contiguas (vizinhas) ndo tenham a mesma cor?

E claro que, se usarmos seis cores, uma em cada face, € impossivel que existam
duas faces vizinhas com a mesma cor; portanto, com seis cores ¢ satisfeita a con-
digio {alids, vimos que existern 30 cubos colorides dessas maneirz). Utilizaremos
isso coma nosso ponto inieial do raciocinio,

Verifiquemos as possibilidades com einco cores, recorrendo a planificagio
nsual do cubo.

[
Mg
H

Coloquemos quatro dessas cores em faces sucessivas que rodeiam o cubo,
aquelas cujos quadrados na planificagio ocupam uma faixa horizontal. Ficamos
com duas faces por colorir, para as quais precisamos usar cores diferentes das
quatro anteriores, ja que sdo vizinhas das quatro anteriores; mas como sio opostas,
podemos usar a mesma cor em ambas.

Conclusio parcial: I) possivel colorir as faces de nm cubo sob a condigao
exigida usando cinco cares.

Vamas reduzir o nimero para guatro cores; vejamos se € possivel sob a condigdo
imposta. No raciocinio anterior gastamaos quatro cores na faixa horizontal, mas poderi-
amos ter utilizado $6 trés cores com uma das cores em faces opostas (ver face preta).

De onde temaos nova conclusdo: I possivel usar quatro cores para colorir as
faces sob a condigdo.

Serd que podemos reduzir mais um pouco, para trés cores?

Vejamos se a argumentagdo anterior ainda vale:

De fato, na faixa horizontal podemos empregar as outras duas faces opostas
também com a mesma cor,

Nova conclusiio: £ possivel usar trés cores para colorir as faces sob a condi¢do
do problema.

Pademos reduzir para duas cores?




4o

e dunfacuﬂ O & s Cor

onclusio final: O nimero minimao de cores para colorir as faces de um cuba
Les vizinbas da mesma cor é irés,

| rvagio: I importante lembrar que trés € apenas o nimero minimo suficiente de
pira que o cubo ndo possua faces vizinhas da mesma cor; mas € necessdrio que:

i sejam duas de uma cor, duas de outra e duas da terceira cor;

) s faces de mesma cor sejam opostas. :
De fato, é impossivel satisfazer a condigio exigida se empregarmos trés cores,
i Liés ou quatro faces, por exemplo, de cor preta. Apés colocannos duas faces
I8 pretas, a terceira face preta serd vizinha de ambas.

1 O professor pode aproveitar o assunto também para aprendizagem de condigdes
entes e condicdes necessdrias.

{dade 2

Qual o minimo de cores para colorir as arestas desde que arestas vizinhas do
b nio tenham a mesma cor?

Considerando que em todo vértice de cubo concorrem trés arestas, decorre que
150 iniciar com trés cores em algum vértice (seja A),

Passemos a um vértice B; neste podemos usar para novas arestas as duas cores
riores:

#) repetindo em arestas paralelas a mesma cor ou

b) repetindo em arestas reversas.

Naopgdo a), no vértice C podemos tentar a continuagdo da mesa maneira, usan-
b paralelas com a mesma cor, ou entdo tentando usar reversas connd mesina col

-53.

L lorgosament duas cores, em tado o triedro terfamon

w
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Da primeira altemativa, em D, obrigatoriamente, teremos de vsara terceira aresta
com a mesma cor das paralelas. Porém em H temos duas escolhas: continuar usando
arestas paralelas com a mesma cor ou usar reversas com a mesina cor.

Obtemos entdo duas selugdes diferentes com frés cores. Uma com trés con-
juntos de quatro paralelas da mesma cor e outra com um sé conjunto de quatro
paralelas da mesma cor.

™

o
=
-

=

iy

C B

Da segunda alternativa, em D, obrigatoriamente, temos de usar na aresta DH a
cor de sua reversa AB; resultando uma terceira solugio com trés cores. Mas equiva-
lente 2 segunda anterior, pois possui apenas um conjunto de quatro arestas paralelas

COI a mesma cor,
E

..
R
>
, ., &I
4 e
BEREREEES

-
.

Conclusio: O nimero minimo ¢ de 3 cores para nao existir arestas vizinhas com
a Imesma cor.

NoTa: Sio necessirios trés conjuntos de quatro arestas paralelas de mesma cor ou um
sé conjunto de quatro arestas paralelas da mesma cor.

Atividade 3

Mesma questio para colorir os vértices de um cubo, desde que vértices vizinhos
nio tenham a mesma cor.

Iniciemos com um vértice com uma cor qualquer; os trés vértices vizinhos
devem fer uma segunda cor, e, portanto, nas trés faces do triedro inicial, cada
um dos vértices restantes poderd ter a primeira cor. Resulta que o oitavo e dltimo
vertice poderi ter de novo a segunda car.
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anelusio: O minimo € de duas cores para ndo existir vértices vizinhos com a
o, s $10 necessdrios dois conjuntos de gquatro vérlices com a mesma cor

"
lade 4
Lhual o niamero minimo de cores para colorir as faces de um tetraedro, desde que

Vizinhas ndo tenham a mesma cor?

Solugio: Quatro cores, desde que cada face scja vizinha das outras brés.

vidade 5
Descobrir o nimero minimo de cores para colorir as arestas de um tetraedro,
@ (ue arestas vizinhas nio tenham a mesma cor. ‘

Solugio: Trés cores com os pares de arestas opostas da mesma cor.

vidade 6
Qual 0 minimao de cores para colorir os vértices de um tetraedro, desde que
ices vizinhos nde tenham a mesma cor?

Solugiio: Quatro cores, pois cada vértice € vizinho dos outros trés.

vidade 7

Qual o minimo de cores para colorir as faces de um octaedro, desde que faces
inhas nio tenham a mesma cor?
i

Solugdo: Trés cores; mas sdo necessarias trés faces de uma cor, trés de outra ¢
s de uma terceira cor.

=N

o’ =

tividade 8

Qual o minima de cores para colorir os vértices de um octaedro desde que vérlices
inhos nao tenham a mesma cor?

Solugdo: Trés cores; vértices opostos com cada cor,




Atividade 9

Qual o minimo de cores para colorir as arestas de um octaed o, desc (ue arestas

vizinhas nio tenham a mesma cor?

Solugdio: Deixamos para o leitor descabrir. . ficil.
¢

Atividade 10
Qual o minimo de cores para colorir as faces de um prisma reto s langular desde
que faces vizinhas ndo tenham a mesma cor?

Solugio: Quatro cores.

Atividade 11
Mesma questio para colorir os vérlices de um prisima reto triangular

Solugio: T1és cores; dois vértices de cada cor.

-

Atividade 12
Mesma questio para colorir as arestas de um prisma reto triangular

Solucio: Convidamos o leitor para soluciond-la,
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TRUINDO CUBOS E PARALELEPIPEDOS COM
'COLORIDOS

TRODUCAO

necessirio que se tenha disponivel os 10 cubos diferentes com colormgio
i de duas cores. Recomendamos empregar cubos de madeira com aresta e
1 lixados para ficarem bem lisos, ¢ pintados com as cores aznl ¢ vermelli
einza no texto ), usando tinta plastica. No uso em sala de aula, seriam conves
drios conjuntos, pelo menos um para cada grupo de alunos realizarem s
jobre mesas de estudo em grupo, Neste caso, os cubps seriam confeceionados
;0 i carpintaria, asseguramaos a um pequeno custo para 500 ou até milhares, ¢
wente pintados pelo professor com a eolaboragio de alunos. Contudo, abuixg
imos as planificagies novamente dos 10 padrdes com duas cores, na hipotese
Wtigio dos cubos em cartolina: ‘

T

n.l n.2 n.3 n.4 n.

b ) ] sl = ,
HEEN FEN EEE NEE Bl

E E B &® B

g ) LY ¥ ‘|

n.6 n.7 n.S n.Y n. 10 I

' =l Kl i
AN BEN B N NN EEm

i il

2] i o e

Num segundo grupo de atividades, cuidamos de construgdes com cubos monoces
o8, quando inserimos, além de um problema simples imtrodutério, dois probleim
beciiis, de construgdo de cubos triplos: Problema de Trigg € Problema de Conway, ¢
ins problemas de nossa criatividade, tratando de extensdes do Problema de T,
quais ressaltamos a formagio de um cubo quadruplo.
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B - PRIMEIRO GRUPO DE ATIVIDADES: CUBOS DUPLO

! Atividade 1
M Usando oite dos 10 cubos, construir um cubo duplo (ZX2X2).
; '| O cubo deve ter:

[ "Trés faces com a cor azul concorrendo num vértice',

1|
l M“ I'vés faces com a cor vermelha concorrendo no vértice oposto.
’| ’ ‘ Oferecemos trés solugtes:

] - ~
" Solugio 1: Semon. Teon 1.

‘ Face inferior  Face superior

' S | - s o

[ Vértice do 6 3 5 Vértice do

li triedro | tiedro |
‘ I' vermelho P W | 7§ azul I
|

"]I Disposigio das faces

‘ J \' (vermelho) em cinza | —» A

claro. A tazul) em prc!ll

{ Norra: Na indicagio acima da solugio, o leitor precisard acertar s disposigdes de cada

|
' cubo componente sem tird-lo do vértice correspondente.
,‘ Solugio 2: semon. L eon. 7.

k| Face inferior  Face superior

Vérice do 2 6 3 b Veértice do

|] triedro triedro
; vermelho 4 5 9 10 azul
l‘__-J <

Solucio 3: Sem o n. 5> en. 9.

I'ace inferior  Face superior

i ] 3 2 6

l'." + g | 10

I 'iedro azul ¢ 0 oposto triedro vermelho
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W0« 0 don i cubo duplo (2X2X2)
o dove tors s BHORR RO A cor azul ¢ trés faces com a cor vermelha, mmas
fros monocolondos.

lugho 1: Semon. Leon 10,

Iace inferior  Face superior

g |9 5 4

olugio 2: Semon. leon. 10,

FPace inferior 3 i

: Face superior Tgtial?
|

| 2 5 3 5

—-

| 6 / 4 9

vidade 3
‘Gonstruir o duplo cubo (2X2X2) com quatro faces azuis e duas vermelhas.

Solugio: Semon. leon 4.

Face inferior  Face superior A
A
3 9 5 8
\ \
> =
2 . H 10 A
v

tividade 4
Construir o duplo cubo (2X2X2) com quatro faces vermelhas e duas azuis.

Solugio: Sem o n. 7 ¢ on. i,

Face inferior  Face superior

91 3 4 l
8 5 6 | 2

.50,



Atividade 5

Construirum cubo duplo usando 10 cubos com as suas faces com um quadrada

IX2 bicolorido em xadrez.

Solucio 1: Semon Seon 8.
Face inferior [Face superior
9

10 @ %

Solugio 2: Semon, >eon. 10

IFace inferior Iace superior

Atividade 6

Descobrir se é ou ndo possivel construir um cubo duplo com oito dos cubos de
tal forma que tenha:

a) cinco faces vermelhas e uma azul;

b cineo faces azuis e uma vermelha.

Situagio 1A 5V: '

G

L hoday s firces azuis) ndo ¢ possivel ser ¢ olocada, porgue em qualgues

azuis A pega i, 9 leineo faces nzuis © i

\ pegi
Vgt el terd para o extenior s bac
[ |

¥\ Hm'“hll ! nn‘nnqu l !'l s LN, I""'l"‘



a) em alguma posi¢io cla Lerd trés faces azuis para o exterior;

b) em outras, duas azuis e uma vermelha ficardo para o exterior

A pega n. 7 Iguatro azuis ¢ duas vermelhas opostas) sempre teria duas faces
#uis para o exterior. Essa argumentacio conduz a conclusao parcial de que trés
ubos ndo podem ser usados; portanto, ferfamos apenas sete disponiveis, mas o
ubo precisa de oito pegas.

Situagdo 5A 1V:

Trocando em toda argumentagio anterior A com YV teremos de eliminar os
bos n. 1, n. 2 en. 4, de onde segue conclusio idéntica.

SEGUNDO GRUPO: CUBOS MONOCOLORIDOS

tividade 1 ‘
Situagao: Sio dados 27 cubos monocoloridos: nove azuis, nove brancos ¢ nove
y “

Problema: Construir um cubo triplo (3X3X3) de fal forma que duas faces
monocoloridas e quatro sejam tricoloridas.

¥

Solugio:

JE L
e
W

Inferior

Intermedidrio  Superior

Existen mais duas solugdes trocando-se a ordem das cores nos niveis.

ddade 2: Problema de Trigg® (agora construido com cores bem brasileiras .
Bituagio: Sio dados 27 cubos monocoloridos, sendo nove aznis, nove verdes ¢
arelos (no texto, respectivamente: pretos, cinzas ¢ brancos).

Problema: Formar um cubo triplo (3X3X3) com todas 27 filas orlogonais, dividi-
b 3 conjuntos de 9 paralelas a alguma diregio de aresta do cubo, de tal maneira
i fila possiia 3 pequenos cubos com cores diferentes

Wdo por Charles W Trig no Mathemation Magasine, em 1966 Keitor o protessen emdiita
Angeles City Colloge, avbon de Mathemonioa! Quickivs, Mo Graw, 1967 (Dover, 1953

el



[ Nove hlas de

trdsc Il\ s

Nove flas de
trés cubos
Nowve filas de

lrds cubos

\“ Solugio:
| ‘!’
il a b ¢ 2. by a b ¢
B
. L,
Bl | z
‘ Nivel X Nivel Y Nivel Z

I Nota: Os niveis X, Y e 7 podem ser de nivel inferior, médio ou superior, mas nio

| necessariamente nessa ordem, havendo outras solugdes. Por sua vez, sdo possiveis
outras solucoes trocando as faixasa, be coux, y e z.
! | i ;
| Atividade 3: Problema de Conway
i

1 il Com os 27 cubos monocolotidos construir um cubo triplo de tal forma que as 49

l filas de trés cubos (27 ortogonais do Problema de Trigg, 15 diagonais dos “quadrados™
j 3X3 e quatro diagonais do cubo triplo) ndo sejam monocoloridas nem tricoloridas

| (portanto sejam bicoloridas: duas de uma cor € uma de oulra).

Solugao:

- B

Inferior Intermedidrio Superior

Como as do mesmo nivel sio faceis de se verificar (s3o oito em cada niy el}, vamaos

apenas conferir algumas outras filas:

John Horton Conway, nascido em Liverpool, Inglaterra, em 26/12/1957, autor de 10 livios ¢

centenas de artigos, trabalhou em Princeton e na Cambridge University
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1 m L &

gt R & 4

ttical do canto direll e, branco e o,
dingonal do cubo dio vértiee siperior esquerdo de tris ao vértice oposto (d

Lz, preto e cinza,

R ‘ : : o
Iservagio: im sala de aula, & interessante conferir todas as filas para o desetis
oo da percepgdo espacial do aluno,

ade 4: Primeira extensao do Problema de Trigg

luagio: Sio dados 36 cubos de guatro cores, monocoloridos.

roblema: Formar um paralelepipedo reto (4X3X3 ), com dois conjuntos de 17
paralelas a duas arestas e nove filas de paralelas a uma lerceinnaresta com quatig
desce que todas as filas sejam compostas de cubos com cores diferentes

12 filas de

3 cubos norte/sul

12 filas de

3 cubos frentedatrds

5
9 filas de
+ cubos oeste/leste

~Solugao: i"
e

al B i

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 .

Observagao: Outras soluges podem ser obtidas com outras ordens dos niveis,
utando os “quadrados” verticais 3x3 ou ainda os “retingulos” verticars 43 i
Jia: Criado e resolvido as 18h 12min de 07/05/06.

dade 5: Segunda extensdo do Problema de Trigg v

Situagao: Temos 48 cubos monocoloridos, sendo 12 de cada cor.

Problema: Formar um paralelepipedo reto quadrangular 4£X4X3 com iés con
intos de 12 filas paralelas a trés arestas; desde que todas filas sejam compaoston (e 1)
ubos com cores diferentes,

63




_—

——

-y
— e

16 filas de ‘ 1
s de 12 hilas de

4 cubos nortedsul - .
L 4 cuhos frenteZateis

12 filas de

2 cubos oesteleste

Solugio:

Nivel | Nivel 2 Nivel 3

Observacio: Ontras solugoes podem ser obtidas com novas ordens dos niveis ou
Y S

permutando os paralelepipedos verlicais +x3x1.

Nota: Criado e resolvido as 22h 16min de 07/05/06,

Atividade 6: Terceira extensdo do Problema de Trigg
Situacio: Dispomos de 50 cubos monocoloridos, sendo 10 de cada cor.

Problema: Formar um paralelepipedo reto quadrangular 5X5X2, com trés con-
juntos de filas paralelas a arestas do paralelepfpedo, sendo dois conjuntos de dez hlas
pentacoloridas e um conjunto de 25 flas bicoloridas,

25 filas de | 10 filas de
2 cubos nortelsul

5 cubos frentefatris I

L0 filas de

5 cubos oestefleste




svigdo: Isse problema € de ficil resolugio; criamo-lo e encontramos muitas
Contuclo, é bom lembrar que trocar a ordem dos niveis ndo fornece novas
para encontrar outras, basta permutar os paralelepipedos 5x2x1.

16 flas de
l 4 cubos norte/sul 16 filas de

| 4 cubos frente/atris u

16 filas de
4 cubos peste/leste

a
Solugio:

Nivel 1 Nivel 2

-h5.




Nora: Criamos esse problema na tentativa de descobrit uma extensao perfeita para
cubo do Problema de‘ITigg, que felizmente resolvemos et (07/05/06. E dbvio que
existem outras solugdes com ordenacoes diferentes dos niveis ou pennutando os
paralelepipedos xdxl,

COMENTARIO

Virias das atividades estudadas neste capftulo foram colocadas em pratica numa
oficina pedagbgica com um grupa de professores-aluncs de um curso de especiali-
zagdo de Psicologia e com uim gIupo de alunos de licenciatura e \Matemdtica, Em
ambas tivemos participagdo ativa em trabalhos em grupo, digna de ser mencionada,
de quase a lotalidade dos alunos: e vdrias solucdes foram descobertas.

Dois professores poslerionnenle entraram em contato conosco narrando suas
experiéncias em sala de aula, um com turma do Ensino Médio e sua colega com turma
da 8" série do Linsino Fundamental, esta tendo construido materiais individuais.

PWC‘? rac \;ﬁﬁmen!ie‘,{,naéaénos;

Tud dativam
~sefaz poruma sucess0 g adativa de
’2.,’-.‘\




TERCEIRA PARTE

* BRINCANDO E APRENDENDO N
 COM ALGARISMOS E NUMEROS

0O Desele como a Esperanga, sdo
duas forgas necessirias e propulsoras.
para aprendizagem eficiente.



LAPITULO 6
I.GARISMANIA

_SHES S 3i0es 3 0 SNSRI TS RS tE 1 B = SR wTER

”xRODUCAO

Neste capftulo iniciamos brincando com algarismos, recorrendo a uma re-
MIcio matemitica ji classica como recurso gerador de nfotivagdo. Usaremos
lenlos numéricos realizados com niimeros dados por algarismos iguais. Assim,

mplificando, se operarmos com seis 6, todos os caleulos devem ser feitos s6 com
i algarismos 6, buscando obter resultados 0, 1, 2, 3... As operagoes empregadas
lem ou nio ser fixadas dependenda do conhecimento do calculista ou do aluno.
mominamaos essa recreagao de Algarismania.

Empregaremos, para comegar, quatro algarismos 4, conforme temos agido
‘m6dulos de cursos de pos-graduacio e oficinas pedagégicas para professores
Matemitica, Educagio e Psicologia; ou mesmo, nos ltimos anos, a alunos de
neiatura em Matemadtica®, aos quais agradecemos pela colaboracio no decorrer
prendizagem correspondente e pelas observacoes realizadas na gestio direta em
de aula com alunos do Ensino Fundamental on Médio,

VELHINHA DOS QUATRO-QUATROS

Ao comegar a aula, sento-me préximo aos alunos.
Conto-lhes pausadamente (criando suspense) a seguinle his-
L igora incrementada para que possa ser alterada facilmente.
Bvintes, professores ou licenciandos, logo dela participam.
Urna senhora, bem velhinha, residia na rua 4, n. 4444, esqui-
i a avenida 4. Sua casa tinha quatro cémodos: sala, quarto, cozinha e banheiro.
havia uma mesa com guatro pés, uma estante com | | prateleiras e quantas
| ). Na cozinha via-se um fogio de | | bocas, em cima, um paneleiro
) panelas, mesinha ¢ banquinhios com quantos pés? (1. No banheiro
) pegasi 0 “box”, o vaso e a pia com um pequeno armdrio,

plina Labaratorio Dindiien de Atividades’ IMINC



aparede disali e na do quirto quadros enfeitavam gractosamente: na da saly
saltava 4 vista uma estrela com os ( J pontos cardeais;: norte, leste, | )
e I; enquanto na do quarto um velho e empocirado quadro mostrava sim-
belicamente as | ) fases da lua: minguante, nova, | ) e ). No
banheiro um painel azulejado representavaas | s estagdes da ano; primavera,
verdo, ( e ).

Ela tinha quatro flhos casados e, portanto, { ) noras: cada casal tinha um
flhe; logo, eram | ) netos. Os filhos gostavam de jogar baralho, que tem os
naipes: ouro, espada, | el ;; porlanto, quantos naipes? | ). As noras
e os netos, todas as quartas-feiras, procuravam no quintal trevos de ( *folhas.

Vivendo nesse ambiente ende predominava presenca do niimero quatro, foi
a senhora, conhecida por Dona Tetra, influenciada em sua psique dia e noite
por este niimero. Certa ocasido resolveu levantar-se mais cedo e escrever o seu
sonha: fazer cdleulos com quatro-quatros, Calculou o zero da seguinte maneira
‘que escreva no quadro):

4+4-4-4=0

E também:

4x4-4x4=10

(4-HxE+4) =0

$¥-4=0

Quatro segundos depois jd havia calculado o miimero um:
4:4+4-4=1

4+4):4+H =1

4:4=1

4+4)*=]

Porém, para caleular o mimero dois demorou quatro minutos:

4-4+4):4=2

Vocés saberiam fazer outros cdleulos de resultado 27 {Surgem rapidamente vérias
solugées, as quais pego que escrevam no quadro.)

$:4+4:4=2

(4x4):(4+4)=2

4:(4+4):4)=2

Para obter o resultado 3 ¢cla demorou quatro horas. Como serd que fez?

Mas nio conseguia obter justamente o 4 com quatro-quatros, Jd se passavam
quatro dias quando descobriu. Vamos tentar? (Quem obtiver a solugdo poderd vir ao
quadro coloci-la; e se outra, mas diferente, for obtida também mostri-la, para que
p()SSﬂ"lOS \’criﬁcar ¢ comentar s¢ [Or "C('CSSiirio. PQI' causa, POI' CXCIHPIO, dC alguma
mi disposigdo de sinais de operago ou de reunido.)

.70+




' Dan 1 Chamaram um mddtoo apeclu g
il .Eh!l wit febaell st Bempertura era de 44 O Dr. Algarismo resolveu
n tatamento de choquo. aewinndo a sua alengio, pois havia pereebido que

estavit cormn o virus de nma doenga contagiosa, a tetraman:a-quatro.

1 LA,
| “ L".wu

u'r g
Para a senhora sarar, Dona Tetra, precisa calcular com cinco algarismos 5 o
‘ '(. S,

‘0 doutor esti pensando que me engana, € ficil — e deu a sol ugao [qual foi?].
0 senhor? Saberia com cineo algarismes 5 caleularo 0,0 1 €0 2

Clmo; (Havia aprendido com uma paciente que tinha virus de pentamania-
).
5 -5 x5+5-5=0

B=5):5+5:5=1
B4 5):5+5-5=2

4

Listd bem, en deixo a mania dos meus queridos quatrinhoes se o doutor caleular:
‘com quatro algarismos 4: 0 niimero 3, 06,07, 08,09 ¢ 0 10;

b) com cinco algarisinos 5: o mimero 4, mas de quatro maneiras.

Vamos ajudar o doutor a curar a velhinha?

Para uma aprendizagem eficiente ¢ com significado, en aproveitava para utilizar
ida em tarefa extraclasse, acrescida de trabalhos em grupo para organizagio e re-
b0 de historinhas, com a mesma finalidade para cdlculos numéricos, usando: seis
ismos 6, sete algarismos 7, ete. O mesmo procedimento poderd ser empregado
I sucesso para turmas do Ensino Fundamental ou Médio,

i1A: Respaostas e outros resultados no fim do capitulo; mas divirta-se primeiro, Cui-
0, ¢ bem possivel ficar contaminado com algum virus dessa familia contagiosa
s geradora de conhecimentos!

3

JMENTARIO

Dissemos que as operagdes permitidas sio fixadas pelo professor em fungio do
lgio de informagdes e conhecimentos da classe, quer seja com o ebjetivo de hixagio,
er seja de introdugiio de novos conceitos e propriedades.

O leitor observard que até o nimero 10 é possivel obter solugaes s6 com as
peragoes” dadas por +, —, : € x e uso dos sinais de reunido ( ). Entretanto, pode-
b alguns ser nbtidos com poténcias, em particular as de base igual & unidade, ¢
itros com o expoente igual a zero. Também a introdugdo da raiz quadrada deve
i ressaltada, lembrando que ndo ¢ de uso o indice do radical, o que nio acontece
i raizes cubicas, quarlas, etc.

I curioso observar que algumas solugdes empregam dais algarismos <+ juntos, for-
nando o niimero 44, as quais constituem metivo de espanto de virios alunos. Da mesma

Sk P




e, LN -vu N, ) e twmm A8 IA Ode 18 il f'
necessitam o emprego do simbolo indicativo de fatorial: nl = ntn = 0 - 2). .. 321,
usado em 41 =4.3.2.1 = 24.

Nio empregamos, mas seria adequado usar em outros cileulos a funqao ndicada

por (x] que assume o valor maior inteiro contide em x; por exemplo [NV4] = 1, sendo
W4 =v2= 1414, [N2/21=0e[3]=3.

MATEMATICA SUBJACENTE AO NIVEL MEDIO

Além da matemidtica inerente a cada cdleulo, existe uma formula geral, Na
obra Algebra Recreativa (PERELMAN, 1969), traduzida para o espanhol, o autor
narra que em Odessa (uma cidade da Uerania, proxima ao Mar Negro), durante a
realizagiio de uma reunido, foi proposto como passa-tempo recreativo que, usando
exatamente trés algarismos 2, se obtivesse qualquer nimero inteiro positivo, Para
o problema, forneceu a férmula:

N ----1032 1032 \N \/— (com N radicais, mas s6 lrés 2)

Assim, desejando obter19, por exemplo, bastaria calcular;

—log, log, J\} -\/—— com 19 radicais.

Para o nosso caso, a férmula de Perelman pode ser lransformada para (uatro-
quatros, trocando N por 4N e 2 por V4:

4N =~log; log \J -\/7

Porém, com 4N+1 radicais, desde que acrescentamos mais um radical de
V4, tem-se a férmula;

N = _Z[Qg‘g lcgﬁ ........\). JZ

Hustragdo para obter o mimero 37:

m com 149 radicais

i
~7 O&a 1%

f , l =
=-~i¥ log, log, 2(’] = —% log, log, 2
! : 1
=——log, 2™ =_—(~148)=37
3 €22 4( 8)

Que tal usd-la para obter o nimero 397

T2+




CNAD BISCOITO

G s 4 ey 4 v ' P el =
wecernos mais uma historieta’ com edleulos s6 CmS

:. x‘t. X ?v, r e

va en entretido com meus estudos quando recebi X -

lll catli de um senhor que usava o pseadénimo r‘r.pg;)
o vmm bem, BISOITO, nio BISCOITO! 4

arrava-me que ndo havia nada de mais no fato de a velhinha, Dona Tetra, gos-
0 quatros, pois com ele era “oito ou oitenta”! Tudo comecara quando era ainda
10: 40 ler um almanaque, encontrou a questio “Com oito algarismos § obter
* cuja salugdo € dada por 888 + 86 « 8§ 4 § 4 8.

Nit época estava iniciando-se nos primeiros cileulos, e entio obteve com oito
i8mos § os niimeros de 0 a 10:

)6+ 5+8+8-8-5-8-8=0
B)8:8+6-8+8-8+8-8=1]
) 5:8+8:8+8-8+85-8=2
d)8.8+8.8+8.8+8 §=3
e} 8:8+8:8+8:848:8=+4
H(8+8+8+8+8):848-8=5
B (8+8+5+8+48):84+8:8=6
h)(8+8+8+8+84+8+8):8=7
N8+ (B-8+85-8+85-8)X8=8§
i)8+8:8+(5—8|XI8+8+3]=9
kI8+8:85+8:8+(85-8):8=10

Contou-me também o Dr. Bisoita que, na época, com sua familia houve ver-
deira epidemia de algarismania, todos queriam obter noves resultados utilizando
o algarismos 8.

Seu pai, Dr. Octis, obteve todos os mimeros até 20, e seu avé, que era octogenirio,
121 a 30, seu tio Octo, até 40, e sua mie, jd oitentona, elevou os resultados até 50,

- Porém, atualmente, se retinem nos intervalos das novelas, ele, sua esposa e seus
hos, tentando repetir os cilculos. Infelizmente, nio conseguiram obter todos.

Fiquei preocupado com a familia do missivista, pois se mania de algarismos é
antagiosa, poderia o virus causador da octomania propagar-se com rapidez incrivel,
nda que tenha seus efeitos colaterais maravilhosos, Funciona coma terapia corretiva
1 fixagdo de conceitos e suas extensdes, estimulando a criatividade ¢ despertando
teresses pela matemitica e estudos em geral.

Respondi hd vito dias, mandando-The as soluges até 70. Serd que a carta trouxe
virus?!

Publicada numa versio parecida do Didrio de Rio Claro, em 19 de julko de 1957, por acasido de
jieu trabalho vo IGCE/UNESP na qualidade de professor canvidada colaborador,
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agradecendo a colaboragio, enviandomen de presente, em anexo, solugdes uté
80, que familia, reunida no domingo anterior, dia § de agosto, iniciundo iy oito
horas da manhi, demorara apenas oito horas, oito minutos ¢ oito segundos, jd
descontados 8.888 segundos para refeigdes.

Nota: Ao final do capitulo oferecemos também a lista de solugoes de [ até.....!
Mas analogamente 2 brincadeira dos quatro 4, pedimos licenga para sugerir que
procurem encontrar as suas proprias solugoes.

MANIA DOS SEIS 6

A seguir sdo dadas solugdes (apenas uma de cada) para obtengio de Oa 10
utilizando seis algarismos 6:

6-6+6-6+6-6=0
6:6+6-6+6-6=1
6:6+6:6+6-6=2
6:6+6:6+6:6=3
6+6):6+(6+6):6=4
6-6:6+{(6-6)x6=5
b+6-6+(6-61x6=6
6+6:6+(6-6)x6=7
6+(6+6):6+6-6=8
6+6-(6+6+6):6=9
6+(646+6+6):6=10

MANIA DOS SETE 7
=T+ (7=Tx7=0
~7+(7T=T)x7=1
:74+(7=-7)x7=2
D7 +(7=T)x7=3

p7+7-7=4
{5

~1

|
~1
5

- | ~.J ~1

~3 =~
3
~1 ~l

=3 ~1 =1 ~1 g

2R T e e

& ) e
=y

-1 ~| -1

+ + + +
+ o+ o+
y +

-

+
7+7):7=06

T4




{IA DOS NOVE 9
(94949+9-9-9-9-9)x9=0
D:94(9+49+9-9-9-9)x9=1
0:94+9:94(94+9_-9_91x9=2
9:9+9:9:9:94+(9-0)x9=3
9+49+9+9:9+94+9-9_9=4
,(9+9+9+9+9):9+l9—9?x9=5
ele,

RAS “BOAS MANIAS” COM ALGARISMOS IGUAIS

l:bter 0 zero com trés algarismos iguais

0+0+0=0
Ix(1=1j=0
P2x(2-2)=0

| Obter o ndmero um com trés algarismos iguais
0l+0+0=1

1A: Usamos a extensio 01 = 1, que se justifica com a recorrente do fatorial n! = (n
)l n (para n > 2); sendo que para n = 2 teremos 2! = 1! 2, ou convém tomar 11 = |;
para n = | a recorrente daria 1! = 0! 1, onde ¢ preciso aceitar 0! = 1,

% situagdo ¢ andloga aquela da poténcia de expoente um ou zero.

) Obter o niimero 2
0r+0l+0=2
(d+1)x1=2
(2+2):2

=20u2%:2=2
(343):3=2

- -

NOTA: Observar a lei de formacio (x + x1: x.
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d) Obter o namero 3
040+ =3

ks
Il
)

-~
o
e
Al
1
i
»»2

6-6:[V6]=
(V7] +7:7=
[VB] + 8§ :8=

9-94V0G=3

o [\"(1- +6H:6=13

RS

4

e) Obter o niimero 4

(V2P +2=¢4

34+43:3 =4ou(3!+3):3=4

4+4-4=4

5-5:5=4

(Ni6+ 64 6)] =4
7T-N7+T)=4ou[¥(7+7+7)] =
S$—Y(8+8i=40ou[ViS+8+8)]=4
V9 4+9:9=4

f) Obter o nimero 5
2x2+[V2]=5

3+ [V314([V3]=5

44+4:4=5
545-5=5
6-6:6=3

N7+ 7]+ [¥7]=5
(8 +[v8]):[V8] =5
Q-9 —[VV9] =5

Nota: Ndo conseguimos obter o 4 ¢ 0 5 com trés algarismos 0 nem com trés alga-

rismos |. Comunique se descobrir.

g) Obter o nimero 6
(O +01 =0t =6
(1+1+1)1=6

-+
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[ ¥ Vs bhond v A vl
4 535860ulw54-”1fff | =0
b bh-G=6oub "=6

= 7:7=06

= YW(8+8)=6

.+‘)):\")=6

)bter o nimero 7

% 3 4 [¥3] =7
R N
B4 (V5] + [W5] =7
B+6:6=7
Wt 7-7=7
8-8:8=7
)~ [WW9] - [Y\9] =7

)bter o nimero 8
2+2)x2=8

3+ V3] + [V3] = 8
VEx V4 x V4 =8
545-[V5]=§
[V6] . [V6] . [V6] =8
7+7:7=8
B+8-8=8
0-9:9=§

ALl s

 Obter o nimero 9
33:3=90
$+4+ VW4 =9
5+5-[VW5]=9
[N(6+6)] % =9
(7+7)]¥1=9
8+8:8§=9 |
9+9-90u9""=9 |
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VAMOS TRABALHAR COM QUATRO 2?

242-2-2=00u(2+2)x(2-2)=0oulx2-2x2=(
9.942-2=1ou(Z+2):(2+2)=1ou2:2=]ou(2+ 2P ]
2:24+2:2=20u2+(2-2)x2=2 ou =2%
1%x2-2:2=30u(2+2+2):2=3 ou(2x2+2):2=3

22 4+2-2=4oudx2+2~2=40u(2x2x2):2=9
24242:2=50u2x2+2:2=50u2+2+2-[¥2]=5
Tx2x2-2=60u(2+2)x2-2=60u((2+2):2):2=0
2x2x2-[¥2]=T7o0u2+2+2+N2]=Toulix2- V2] =7

24 24+2+2=80u2x2+2x2=8002x2+2+2=3

X
22:2-2=90u(242:2PF=%0u2x2x2+[N2]=9
I%2x242=100u(22-21:2=100u (2 + 2N 2-2=10

Que tal pedir aos alunos para tentar ampliar a lista?

Nio poderfamos deixar de concluir este capftulo com curiosidades para os
anos 2006, 2007, 2008, 2009 ¢ 2010.

Usando seus algarismos 0 mesmo niimero de vezes utilizadas para compor
o niimero do ana, descobrir cdleulos que fornegam respectivamente os niimeros

0,1 2,3,4. 101

RESPOSTAS, SOLUCOES E OUTROS CALCULOS
a) Da histéria da velhinha

Cilculos iguais a 3 com quatro-guatros:

(4+444):4=3
4-(4:4)7=3
(4x4-4):4=3

4 oot ta 3
Cileulos iguais a +:
44 4-4x4=4
4-4-4:4=+4
4+(4=-4p4=+

vh+ VNt +4—4 =4
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' Q‘)'Q-
4)'=5
bt =5
";: is a 6:
fod):t+4=6
b Y4+ 4-4=6
4NN (#x4)=6

Iguais a 7:
bid-4:4=7
M i4-4=7
+4:44+V4=7

Iguais a 8:
Wid+3-4=8
PEx4):4+4=8
#-4+4x\V4=8
R
Iguais a 9:

$+4+4:4=9
H:4-V4=9

Iguais a 10:
44-4):4=10

4+ Y4+ V44 =10
(Hx4+4:vd=10
44V = N4 x4 =10

Caleulos com cinco-cincos:

Resultado 3:
L R R T W
S+(5-5)x(5+5)=>

5 (5-5)+9=3

Resultado +:
§5-5:5+5~-5=4
(5+4545+53):5=4
5-58-5xi=4¢

5—{5x5—(5':5) =4 onde5!=5x4x3x2x1 =120

79,

(545 +5): 5+ [vV5] = 4, onde [x] = maior inteiro contido cm x
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|
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b) Apéndice a historiet

a com resultados até 54%°

44:Yaxh =11
WExH+4+4=12
44:44+V4=13
dehrdevi=14
| () +4=15
| 4+4+4+4=16
Axt+4:4=17
4x4++:\+:18
T 4_19 |
(A4 -4y : V4=
4.“4¢u=:1
(it n\-v‘-u:z:

4{ =414 =23
4xd+4+4=24
4:4+49%=25

4+ (4+4:4=26
| me@y:@+4=27 |
frd+d—4=28 |

4x4+4x4=32

4 =4 :4+4=34 |
~44:4=35 '

44—-4-4=136 '

(2 =37

44— 4—-N4=138 «

i71) =39

4 -4 —¥4=40 |

4 -4+v4=42

4"’—+:4=+3

H4+4-4=4

44 +4:4=45

4+ 44:v4=146

444 =4T
foedd-4=45
M4+ 4id=4
f4+4+4-vt=50
H+4 4V VE=52

Hed+4:4=129 4v!++'.++*l\‘\+\=37. '
444+ 44 =30 ‘ a4l +d+N4=54

41+ (4 +4):4=3] \ |
=

Fan relagio aos possiveis insoldveis fornecemos trés deles:

tJ Ve J_)«/I—»%

\{ [4\4 )+ 4] )=

41+ 4 + 4= [vvi] =51, com [ | = maior inteiro contido.

Infelizmente, nao oblivemos 0 37 nem o 39 exceto com d formula geral, Desde
que nao estlo nos calculados serd que Mello ¢ Souza 05 obteve?

W 1o Diabruras da Matemdtic 1944 ,--\l afessar 1 G Mello e Souza, (us
o prendinmo Aatba Vb, calculou ab U n|.un autros: tlendo julgado sirliivel hiber 33,41

st e vrios liveo

51 ¢ O v finsiddarnuiite, eaprerava s algum alonhiste fsne ol ke 4 bie
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B 8) 8+ 6+ (8-8) 8wl
8848 :6+8+8-8=12
+8+8) §+8+8:8=13
R4 8+ 84+ 8+38): 8+8-]~l
-8.8+‘3 §+8-8=
 +8-—8+8—8+8—8=]6
B+8:8+8-8+8-8=17
Be3:3+8:8+8-8=18
PL8:8+8:8+8:8=19
8) 8+ (8+8):8+8+8=20
L 8+8+8-8):8+8+8=21
08+ 8 ~(8+8):8+8-8=122
B4+8-8:8+(8-8)x8= 23
BB+ 8+ (8-8+8-8):8=24
B +8+485:8+(8-8)x8=15
38+8+(8+8}:8+8—8=26
8+5+8:8+(8+8):8=17
B4+8+(8+8+8+8):8=128
I8+ 8+8-(8+8+8):8=29
$8+8+86-8:8-8:8=30

8+8+H+8—8:8+8—8-3|
8+b’+8+8+|8+&)x(8—8)=32
§-8+B+8+8:8+8-8=33

8 +8+8+8§+8:8+8:8=34
3+5+8—3+l8*5+3):8=15
(§x8+8):((8 +8):8) <8 -8=30
-:S.\'Fi+8'}:(’(’8+81:8)+h:5=37
B+8+8+8+8—(5+8):8=38
'.8-{S+8-8'):32x8--‘s':8-39
8+8+8+3+8+{S--‘)l:-‘$=40
(8+8|.\:[8+8):‘8+8+3:8=41 J
B48+8+8+8+(5+8) :8="42 1
(88-(8+Sp:8|:i8~$|:8:43
[3x8~8+8+5):l8+ﬁ):h’=44
8x8—(§+8+8):8=-8-8=45
SXS—S—S—S:S—S:S-':‘*()
8+8+8-*-8+8+8—8:h-—-}7
§+85+8+8+5+8+5-B=148
§+8+8+8+8+8+86:8=49
Sx8+8:8+8:8-8-8=50

I até 100 (1!!) sem usar radicais, poténcias, fatoriais

e funcio maior nlein

do; 0 que torna aplicdvel a qualquer sériel

npliando a lista dos quatro algarismos 2 até 25

rJ
-
19
~

¥
T3 I -

., o
— [

jR2:2)+2=13
42+ 2): 7+7—H
M2 + 2) —IV"‘_ =

(R JRETS J 2 T S B
)
|
-

+
b

..,___,
4o
| 9 )

S ~J
[ ) I
T

1~ —
T
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) 0s algarismos dos anos 2006, 2007, 2008,
2006
0+0/x2x6=0
6°+2x0=10u2"+0°=]
2°+6"=12
2+0+6"=30ub6:240+0=3

' 6-2+0+0=4

I‘ 6-2+0=5

6+2x04+0=60u6:2"4+0=6
I 6+22+0=Toub6+2"%=7
’ 6+2+0+0=8
| 6+2+01+0=9
J 6+2+0!+M=10

{ 2007
2x0x0x7 =10

| 24+0x7=1
224+ 7=2
T+2+0=3
[N71+2+0+0=4
7-2+0+0=5
7-2"4+0=6
742x(0+0)=7
7+2°+0=8§
7+2+040=9
7+2+0+0=10

2008

2x0x0x8§=10
, 22+0x8=1
2+0+0x8=2
2+01+0x8=3
5:2+0+0=+4
B:240140=5
B-0-0-2=6
“’-P+U=7
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N9
';(D+0)x9 =)
D+ 0x9=1
249 =2
Pi2+0=53
02+ 00! +01=4
9 (2+00+01 =5
9-2-0140=6
9-2+-0+0=7
9 0+2x0=S§
04+0x0x2=9
+0+2"=10

2010

2x0x1x0=0
2x0x0+1=1
2+0x0x1=2
2+040+1=3

2+140140=4
241 +00+0t=5
2+1)+0+0=6
2+ 1+0+0=7
2+1)+0+01=8
(1+0+01)PF=9
10-9x0=10

Uma garrafa de vinho meio vazia
também estd meio cheia; mas uima mei
mentira nunca serd uma meia verdade.

COoCTEAL
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NTRODUCAO

No capitulo anterior, soubemaos que o senhor Bisoito viusse, pela primeira vez,
nte a nma questio de algarismania no cdleulo do niimero 1000 com eito-oitos, tendo
wolvido-a facilmente com 888 + 88 + § + § + 8. Entretanto, esse nimero pode ser
leulado com oito algarismos 8 de outras manciras: '

({88 —8):8)% "= " (8888 - 888) : §

Este terceiro caleulo, curiosamente, usa um procedimento geral para outros oito
lgarisimos iguais; por exemplo, com oito 2 temos (2222 -222) : I e com oito 3 tem-se

333 -333): 3; c assim para algarismos 4,5, 6,7, 8¢ 9
Infarmamos aos algarismaniacos que montamos recentemente alguns proce-
imentos gerais usando sé algarismos iguais a “a”, Vejamos mais um para 01000
fga—a):a)**=* % um para | milhfo ((aaa —aa):a)x ((aa—a):a)** >, com 13 iguais,
este com 14: ((aa —a) :a) @ -s ari-a = 10V = ] ponilhie (ou nonilido).
Neste sétimo capitulo cuidaremos de outras obtengoes, principalmente do 1000,
0 100, do 99 e do 1; pois consideramos que tais edlenlos permitem um bom desen-
volvimento da imaginagio, desde que, ainda que aparentemente utilizem tentativa
lacerto ou erro), hd objetivos definidos com metas parciais, quando emerge uma
a criativa e preestabelecida.

A - ATIVIDADES RECREATIVAS: OBJETIVO 1000

Atividade 1

Obter 1000 usando os nove algarismos 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 e 9 (ndo repetindo
qualquer um deles), os sinais de adigao, subtragio, multiplicagio e divisao, e ( I.

Resolugiio:

1) Verifica-se que podemas obter virios pares de niimeros de soma 10; portanto,
“usando trés deles teremos produto 1000. Sobrardo trés algarismos; com os quais temos
de obter 1; usando-o como divisor ou fator do 1000,
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(149334 7)4+6): (B=2=5) =100
(1 +9)248)4+6)x(3+5-7)=1000.

2) Podemos ter um dos fatores 10 de outra maneira, com trés algarismos:
(542 +3), (1 +9) e (4 «06)

Sobram 7 ¢ 8, que fornecem [, e temos nova solugior

(5+2+3)(L+9) (4+6)(8-T7)=1000.

3) Uma estratégia € usar dois fatores ignais a 10, o fator 5 e procurar montar uimn
fator igual a 2 ou “L1 - 9" com os quatro restantes:

(1492 +8)x5x((7+4) = (3+06)) = 1000

(1+904+6)x5x((3+8)~(2+7)) =1000

(3+T7H4+6)x5x((12+9) (] + 8} = 1000

Atividade 2
A mesma atividade, senda permitido o uso também da potenciagdo.

Resolugio

1) Um procedimento estratégico é obter 1000 com alguma poténcia de base 10
¢ expoente dado pelo algarismo 3 ¢ obter alguma parcela nula com os restantes:

(1 +9P+(8+2=6-4)x(5+7)=1000
(2+8PF+(9+1-6-41x(5+7)=1000
(4+67+(9+1-2-8)x(5+7)=1000
(1+9P+5-4-6-7-8=1000

2) Analogamente, alterando o expoente 3 para alguma expressio de valor igual a 3:
B3+ 49+ 1=6-4)x8=1000

(1+9) - +(8+3-7=4)x6=1000

(6+4°2+(941-7-3)x8=1000

(6+4+(9+1-7-3)x2=1000

9+ 1)7*+(5-2-3)x(6+8)=1000
* (2+8) 5+ (7+1-5=-3)x4=1000

3) Uma variante da estratégia ¢ usar trés fatores, um com poténcia de base 10

¢ expoente 2, outro igual a 10, e descobrir um fator igual a 1 com os algarismos
restantes:

(7433 (1 +9x(5-4)-%= 1000

(1 #9597+ 3Hx(5=4%*= 1000

(743 (14D xi448-5-61=1000
NTE
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644 (1+9x(
{149 6+ 4)x (3 5= 7' = 1000
16+ 4) (149 x(8=7)"**=1000
06+ 4) (1+9) x({7+5-8-3) =1000

”

Wi
= )= OO

') Ou empregar uma variagio que condense estratégias anteriores, consistindo
se obter 1000 inicial, sem usar o algarismo 1, e aproveiti-lo num fator dado por
fricia com base 1:

(2 +8) x 13346742 = 1000

(4 + 6) x 12-5=7+8+9= 1000

(3 + 7p-5x 12*4-629= 1000

(3+7F4+6)x1"7=1000 ’

~ Com a vantagem 6bvia de se variar o expoente de 1 com outros cilculos com os
esmos algarismos restantes, por exemplo:

(2 +8) x 1 *xix6x749= 1000

(2 i 8]‘ x| 346679 = 1000)

Mas veja se aprecia a estratégia aplicada nas solugdes seguinles:
(5+4 +1) +{8-6-2)x(7 +9) =1000
(5+4+1)+(9+6-8-7)x2=1000

(T#2+1) 4+ (9-4=5)x(6+8)=1000

B ~ ATIVIDADES RECREATIVAS: OBJETIVO 100

Atividade 1

Obter 100 usando os nove algarismos 1,2, 3,4, 5,6,7, 8 ¢ 9 (ndo repetindo qualquer
im deles), os sinais de adigdo, subtragio, multiplicagio, divisio, potenciagio, € { ).
Resolugao

1) Parece-nos claro que, agora, a busca se simplifica, jd que podemos novamente
separar os cdleulos; porém, inicialmente, o cdlculo de 100 com o produto de duas somas
jguais a 10 nos dard cinco algarisnos de sobra, com os quais teremos duas opgoes de
busca, uma multiplicativa de fator | (como nas atividades anteriores) ¢ outra aditiva

com parcela nula. Vejamos alguns exemplos:

a) com fator 1:
“ 79"2+8}X(5—4I1'6'.= 100
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(14 9)2+ B)x(4-3)" %" a 100

(1492 «8)x(6+5-7=3)"= 100
(4 +6)3+T)x(9-8) 2= 100
(446)3+T7)x(8-5=2)-%=100
(4+6)(3+ T)x1-F+3-2= |00

bl com parcela nula:

(+6)3+ )+ (9+1-2-8)x5=100

(F+6)3+7)+(B-1-2-5)x9=100

(T+9M2+8)+(7T=3-41x(5+6)=100

(1+942+8)+(6+3-4-51x7=100

2) Também, jd que o 100 inicial pode ser obtido com 10 elevado ao expoente 2,
teremos um procedimento estratégica mas livre para as duas opgaes.

a) com fator 1

(1+9Px(4=3)-6-"=3=100

(1 +9Px(5~4)' 47+ = 100

(1 +9Px(6-53)*"*=100

(L+90°x(7-6)"-**=100

(L+9Y¥x(8=T) -4+ = 100

(1 +9FP x(8-4—-3)" -7 =100

b) com parcela nula:
(1497 +(7-4=3)x(54+6+8)=100
(1 +9P+(8-5-3)x(4+6+7)=100

Ou entin:

6+3+1F+9+4-8-5)x7=100
(T+6=3F+(9+4-8-5)x1=100
(7T+6-3PF+(8S+1-5-4)x9=100
(9+5-4PF+(84+1-6=3)x7=100
(B+5-3F4+9+4-6-Tix1=100
8+7=53P+(4+3-6=-11x9=100

Atividade 2

Dados os nove algarismos 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8 ¢ 9 (usando uma 6 vez cada um),
¢ solicitado obter o resultado 100 apenas intercalando adequadamente sinais + ¢ .

a) ordem crescente dos algarismos pelos seus valores numéricos:
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Pa 253 b4+ 5467+ 4+ ONT00
b ordem decrescente dos algarismos pelos seus valores numéricos:
i

OB+ T746+5+4+3+2+1=100

it
Ividade 3

Dados os nove algarismos 1, 2,3, 4, 5,6, 7, 8 e 9 (usando uma sé vez cada
dlicitado obter o resultado 100 apenas intercalando adequadamente sinais < ¢+

a) ordem crescente:

123 +45 <67 +85-9=100
123 +4 =5+ 67 <89 = 100

123 -4-5-6=-7+8-9=100
123 =45 - 67 + §9 = 100
12-3-4+5-6+7+89=100 X
12+3+445-6-7+89=100
14+23-4+56+7+8§+9=100
14+2+34-5+67-8+9= 100
l+2+3-445+6+78+9=100

b) ordem decrescente:
O8 ~76+54+34+2] =100
9484+760+5+4=-3+2=~1=100

tividade 4

Dados os nove algarismos 1, 2, 3,4, 5,6, 7, § € 9 (usando uma s6 vez cada win), ¢
blicitado obter o resultado 100 apenas intercalando adequadamente sinais -, + ¢ x

a) ordem livre:
5x7+6x8+9+4+3+2-1=100
Ox8+1424+34+6x7-4x5=100
b) ordem crescente’’;

] +243-4x5+6x7+8x9=100
~1=2x3x4+5x(6x7-8-9) =100
¢| ordem decrescente:
Ix8+7x6-5x4+3+2+1=100
Q+8x7+6x5+4+3-2x1=100

HAplicdvel com alunos que trabalkam com inteiros relativos (positivos, nulos e negitiven

.89.



 Aividudes

Dados os nove algansmos 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8 ¢ 9 (usando nma s v o
solicitado obter o resultado 100 apenas intercalando siais =, +, x, 5, ou poléne

a) ordem livre:
9x8+4x7+(5-2=-31:(1+61=100
3Ix7x8=(249)x6-(5+1=4)=100
9x8+5x6-=2+1x(7=-3-4 =100

(B+2+3+71%5+9+1-4-6=100

b) ordem decrescente:

08 + (7-6)x(5-4):(3=-2}+1=100

(9+8x7+6x5+4:(3=-21+1=100
0+8x7+6x5+4+(3-2}:1=100

08 + (7-6)x5-4)'x2x1=100

Atividade 6
Dados os dez algarismos 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, e 0 (usando uma sé vez cada um).
& solicitado obter o resultado 100 apenas com adigio e fragdes.

Solugoes
T0+24+54+9/18+3/6=100
87 +9+3+4/5+12/60=100
S0+49+1/2438/76=100

C - E POR QUE NAO COM OBJETIVO 99?

_ Atividade 1

Dados os nove algarismos 1,2, 3,4,5,6,7,8,¢9 (usando cada um sé uma vez),
¢ solicitado obter 99 intercalando somente sinais de adigdo.

a) ordem crescente de seus valores numéricos:
| +23+454+6+74+8+9=99

1 4+2+3+4+5467+8+9=99
12+34+4+56+7+8+9=99

b) ordem decrescente:
Q+8+74+060+5+434+21=99
Q0+8+74654+4+3+2+1=99

Nota: Encontramos o probleman. 53, da ordem decrescente. e Kordemsky (1992},
com suas duas solugdes: ele foi nossa inspiragio para os outros,

Q0.




Yoo B tusando cada (s sh am
e sitmis de adigio.

Daddon o8 oito ol
i s e
W ordem crescenter

4243 +4+4546+78=%
T42344+56+7+8=99

b) ordem decrescente:
"B+ 7+6+54-3421=99
84+76+5+-4=34+2+1=99

dade 3

Sao dados os nove algarismos 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, ¢ 9 (usando caca vm s
%), ¢ solicitado obter 99 intercalando somente sinais de adigao ou subtragho.

a) ordem crescenle:
| +2-3+445-64+7=89=99

bl ordem decrescente:
O_8+740604+544+32-1=99
Q+87+64+5-4-3-2+1=99
9+87+6-5-4+3+2+1=99
9+87-6+5+4-3+2+1=99
Q-84 T76-5-4+32-1=99

) - E 0 NUMERO 17

Incluo, experimentalmente, em minhas aulas ou palestras, atividades relativas
btencio do niimero | com os nove algarismos, pois, em geral, as solugies propostin
Ipresentam uma s6 estratégia, a de isolar o praprio algarismo 1 e adicionar nina on
ais parcelas nulas:
| +(9-4-5%2+3+64+T7+8)=1
l +(8-3-524+4+6+7+49 =1
1 +(7T=4=3)2+5+6+85+9 =1
[ +{(9+2-8-3)+{7T+4-6-5)=1

Poucos isolam uma unidade com uma poténcia de expoente zero ¢ udioh
também parcela nula:

2023 (T-6-1)8+9) =1
3-4-3 4 (B-6=-2)(7+ 1)=1
Fr -9 6+ 2-8)x1=1
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E. raramente, nos apresentam solucdes com uma poténcia de cxpocnte zero, mas
de uma base que retina todos 0s algarismos restantes, que, SOMOS sinceros, oferecem
muitas alternativas de obtengdo do nimero 1:

4+5+6+748+91=1
'.l+4+6+7+8+9)‘-‘-==1

4‘5-’04=-0-'.3.‘3_l
+

Entio, lembro-os da poténcia de base 1, por exemplo, 1* =
quando pereebem que expoente pode ser gualquer um!

Das altemnativas, gosto de lembrar-lhes a seguinte, ue nos parcee elegante'

I impossivel para um homen aprender
“aquilo que ele pensa que jd sabe.
EpPITETO

U N Kasde Médio (im calonlo combinaldnio) ¢ pomivel calevdar o nimern e solughes pars

an b €, 40930 w0



OMAS E PRODUTOS COM NUMEROS IGUAIS -
ROBLEMA DE KO.RDEMSKY

dae gl $C3E Mg s >0 = Sl =

NTRODUCAO

I bastante conhecido o caso de dois termos iguais cuja adigao fornece 0 mesmo
ultado que a sua multiplicagio:

242=2x2=4%

Um pouco menoes lembrada ¢ a situagao de trés termaos:
[+2+3=1x2x3=6

Entretanto, essa curiosa questio pode ser empregada como atividade recreativa
eradora de conhecimentos para alunos do Ensino Fundamental, apés o professor
it 0s exernplos anteriares,

~ ATIVIDADES

ividade 1

Descobrira adigao de quatro parcelas cuja soma seja igual ao produto de quatro
res iguais @s parcelas.

Solugiio (inica): | + 1 = 2+4=1x1x2x4=8§

Observagao: Nesta primeira atividade, lalvez, serd preciso que o professor "ajude”
I pouco os alunos, por exemplo, indicando o resultado 8, ou entio que os algarismos
klem ser repetidos, nada na questdo proposta o impede.

ividade 2

Descobrir adigao de cinco parcelas cuja soma correspendente seja igual ao pro-
lo dos fatores iguais as parcelas,

Solugllo: 1 + 1 +2+2+2=1x1x2x2x2=8

Observagho: Existem mas duas solugoes com resultados 9 ¢ 10 Nesta atividade

o segainte ¢ muis conventente deisa-dos a procura da descoberta desenvolvendo
g inngdo e a coimtividade

.




Atividade 3
Resolver o problema no caso de seis parcelas e seis fatores.

Solugio (dnica): | slel+ls2+6=1xlxlxlx2x6= 12

B — EXISTIRIA ALGUMA ESTRATEGIA?

A resposta & STM!

Dificilmente ¢la surgird por parte dos alunos; se aparecer, merecerd elogios.

Convide-0s a examinar os cilculos anotados nas atividades anteriores, para tentar
perceber alguma coisa que possa Ser importante; dé atengdo as suas ideias.

() préprio Método de Resolugio de Problemas recomenda algumas intervengacs

do professor. Na situagio, ¢aso nenhum aluno tenha observada os algarismos I, ¢
adequado indagar se deram atengao a0 fato de que em lodos os célenlos anteriores o
algavismo 1 sempre estava presente; podera ser algo titil.

Na mesma linha metodolégica, de outra intervencao poderd emergir a estratégia;
por exemplo, aquela relativa entre d difererica do resultado (produto) e a somd dos mii-
meros que ndo sdo igudis a 1. Assim, na Atividade 1 observa-se que a diferenga entre
§ e (24 4) =6 ¢ 2, justamente o nimero de algarismos 1. O mesmo se observa na
Atividade 2. quando 8 = (2+ 2+ 2) = § - 6 = 2, que ¢ o nimero de algarismos 1.O
mesmo aconteceu para os resultados 9 e 10:

l+l+]+3+3=1xlxlx3.\'3=9,l+I+l~2+5=lxlx1x2x5=10.

Também aconteceu na Atividade 3, jd que nela temos:

12-(2+6) =12 - § =4, que é o nidmero de algarismos 1.

Entio essa propriedade pode ser o micleo central da estratégia:

‘ Preparamos uma tabela para valores ndo unitdrios com suas somas € respectives
produtos, e com a propriedade descobrimos 0 ntmero de algarismos 1 a serem acres-
centados, de um lado como parcelas, do outro como fatores,

2} dois valores nao unitdrios:

Termos: | 267 | 2¢8 | 29| 2el0 | 2eM
; Soma 9 DR s e i 13

Produto 14 16 15 20 22

Diferenca 5 6 7 8 9

Com os nimeros de cada coluna da tabela descobrimos as solugdes correspondentes:
Jalalalel p247=1xlxlxlxlx2x7=14
Jalalalalnl ~30W*-|\|x\x|xlxlx2x8=16

14



ARSRR R D 1xlxlx]y
Th 1= IxIxlxlclx]xlxlxlx2x11S

: S RLA
: wlel+14190

i b) trés valores ndo lmIMrim

Termos

Soma

Produto

Diferenga

Assim, com os ndmeros da primeira coluna encontra-se a igualdade:

FEl+ 11+ )+ 24243 =xxlx Ixdx2x2x3=:12

I, analogamente, comn os da segunda terd:
J4l+l4lel4l+14142+42+44=1x1xIx1xIx]xlx1x2x2x4 5108

J4 para os da terceira coluna necessitamos empregar 18 algarismos 1 para obler
yma e produto iguais a 27, 0 que, temaos certeza, qualquer aluno saberd obter,

 ~ E FIXADOS 0 NOMERO DE TERMOS E O RESULTADO?

Nesta situacio dados niimero de termos (parcelas ou fatores| € o resultado comun,
b aluno primeiramente decompde o resultado em fatores ndo unitirios, verificando
hara cada decomposigiio se usard exatamente o nimero fixado de termos.

droblema 1
Seja pedido o resultado comum 15 com 10 termos.

Ora, 15 tem s6 a decomposi¢io 3 x 5 em fatores nio unitirios; portanto, consu:
indo duas parcelas, entdo seria preciso usar oito algarismos 1; mas, pcla propricdide
descoberta, o niimero de algarismos 1 deve serigual a 15— (3 + 5) = 7, Entdo: 0 que
oi solicitado ndo temn solugdo.

I 6bvio que se o solicitado fosse em nove parcelas terfamos a solugio:

l#l+l+1+1+141+34+5=0Ixlxlxlxlx]lxlx3x5=15

Problema 2
Obter uma soma e um produto iguais a 18 com os mesmos 13 termos. .
O niimero 18 tem trés decomposicdes em fatores nao unitdrios:
2x9
hi3x6
c)2x3x3



para algatisinos 1, contudo, 18 = (24 9) = 7, que deveria ser o nimero
I; portanto, ndo obterernos o resultado solicitado.

b) Na segunda também temos 2 algarismos, sobrando 11 para algarismos 1 ¢,
como 18- (3 + 61 =18 = 9 =9, novamente ndo hd solugao,

¢) Na terceira fatoragio (complela) sio utilizados 3 algarismos; logo. sobrardo 10
para algarismos 1. Ja que 18— (2 + 3 4 3) = 1§ - § = 10, valor igual ao anterior, scgue
que teremos com ela a solugdo almejada, com 13 temos iguais respectivamente,

l+1+1+1+1l+lal+l+l+l+2+3+3=1xIxIxIxIxIxlxlx
Ixlx2x3x3=18

D - NOTA HISTORICA:

Temos encontrado numa das obras de Boris Anastas’evich Kordemsky, livro jd
por nés referenciado, o problema n. 52 sob o titulo "Different actions. same resuit”,
fornecenda os dois exemplos iniciais que temos suposto conhecidos. Propde o que
termos inserido nas Atividades 1 e 2, cujas solugoes sio dadas na parte de respostas,
infelizmente sem explicagdes, ja que, por certo, trariam outras contribuigdes, e ai
acrescenta “sozinho, veja se vocé consegue encontrar miltiplas solugdes para 6, 7 ¢
outros mimeros”,"

Além de ser a fonte geradora deste capitulo, julgamos um tipa de problema nio
s6 curioso, mas fértil no ensino e aprendizagem de matemitica, se bem trabalhado. I
o chamado Problema de Kordemsky; ao qual dedicamos nossa atengdo ampliando-o
com estratégias e metodologia correspondente.

Quando apontares um dedo, lembra-te de
que outros trés dedos apontam para .

PROVERBIO INGLES

" Tradugio livre de “on vour own, see if vou can find multiple solutions for &, 7, and more numbers”".
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APITULO 9
ECUPERANDO OPERACOES - CRIPTOARITMIA

(
!,'

INTRODUCAO

Os problemas deste capitulo consistem na substituigio, por algarismon, i

simbolos colocados nas Tacunas assinaladas em operagdes, de tal forma que for
negam o resultado correto.

Esse restabelecimento é conhecido pela denominagio Criptoaritmia ou Criptas
aritmeética, nome que lembra segredos com niimeros, ou niimeros escondidos, '

Matemiticos especialistas na sua organizagio conseguiram monlkar muitas Oper
Oes nas quais as lacunas sio maioria em relagio aos algarismos indicados, tornunde "
suas recuperagdes bastante dificeis, mas. simultaneamente, transformando os " passae
Aempos recreativos” em verdadeiros “quebra-cabegas™ on “esquenta-cucas”,

Considerando que o nosso objetivo ¢ primordialmente educacional, orgas
nizamos dois grupos de problemas, ambos no nivel do Ensino Fundamental 0
Pprimeiro constituido da recuperagao de
conslituintes, e o segundo julgado ori
‘mimeros com algarismos repetidos.

operagoes simples com poucos algarismos
ginal na sua forma e na composi¢io doy

A - PRIMEIRO GRUPO (FORMA TRADICIONAL)

Iniciamos com quatro problemas, cada um corre

spondente as operagics clemen
ires de adigao, subtr

agdo, multiplicagio e divisdo, fornecenda ao professcr o raciocinio
adequaclo para os seus restabelecimentos; o quais o professor pode

rd utilizar de acordo
com sua gestio usual em sala de aula.

_Problema 1

Recuperar a adicio:




Resolugiio: J4 que 1 + 5 = 6 ¢ o algarismo das unidades da soma é 2, temos 0
primeiro obsticulo a ser superado: 6 mais qual nimero d4 um nimero terminado
em2? o6,

1

De

11+

5
202

Nossa adigio passa a ser:

96

11+

95
202

Temos na soma duas centenas; portanto a soma dos niimeros das dezenas deve
ser vinte ou mais, Ora, j4 temos 1 +9 + 1 = 11, logo, o simbolo da terceira parcela
precisa ser 9; e, porlanto, temos a adigio recuperada.

Problema 2
Restabelecer a subtragao
7e
B
5

Resolugiio: [ndagamos: qual o nimero de que subtraindo 8 € 57

A resposta € 13,
Nossa subtragio passa a ser a do quadro 40 lado, de onde a subtracio refeita.

7 3~ 73~
8 8
® 5 65

Problema 3
Substituir as lacunas da multiplicagio desde que o produto esteja correto.




Resolugio: Ja que 7 x 3 = 21, mas no resultado estd 23, descobrimos que lomm
acrescentadas duas dezenas provenicentes do produto das unidades. Ora, multiplicagte
com fator 7 que fornecem duas dezenassio 7x 3 =21 e 7x 4 = 28; portanto, te
duas multiplicagdes recuperadas possiveis para o mesmo problerna:

CHLID 34 X
7 7
231 238
Problema 4
Recuperar a divisio
10 @ (8§
¢ e oG '
2

Resolugao: Sendo o resto 2 ¢ 6 x § = 48, o dividendo parcial era 50, ¢ que o
algarismo 0 do 50 é também o algarismo das unidades do dividendo principal,

4 8

e 6

i@
oo

Vamos tentar descobrir o algarismo correspondente ao outra simbaolo do dividenday
Mira dividir 4 por 8 nio foi possivel, entdo se utilizou quarenta e pouco, e desde que
€ 0 resto parcial 5 entdo era 45 e ainda o algarismo das unidades do quociente e
bém 5, pois 5 x 8§ = 40,

L8

5 6

o

N oo

ercicios para resolver |

Sugerimos a seguir alguns exercicios de operagdes para recuperar,

Faceis
) 812 hi 4e c)ele
o4t 09t 29
®5 015 .
THe
ofl2




d 3ee ¢ 3.+
4 x ®5 ‘e oo
1876 1e5 +
Dificeis
gl I (duas solugoes)
500 oo’
o6 x e0e
e e T jee2
ele eee
eeee S5ee(2

NoTA: As respostas estio no fim do capitulo

B — SEGUNDO GRUPO (NOVA FORMA)

Comegaremos resolvendo uma sitnagao-problema que servird de modelo para
outras situagoes.

Situacao-Problema 1
Situacio: I dada a adigiio de trés parcelas iguais com W, A ¢ # zlgarismos dife-
rentes entre si, mas que na adigio estio repetidos.

Problema: Descobrir M, A ¢ @,

> EEN

| I o o
> PP
+

. Resolugio: [ ébvio que poderd ser andloga aos problemas do primeiro grupo e
também por tentativa (acerto ¢ erro); entretanto, pelo fato de apresentar trés algarismos
iguais em cada coluna, em geral, ela é mais ficil do que aparenta.

A soma possui trés algarismos, entdo o valor de W nao supera 3, nos indicando
dois casos a estudar:

Caso W = 1: Segue que A poderia ser 3; mas nossa adigdo ficaria conforme indi-
cado no primeiro quadro a seguir: impossivel.

+100:
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pildade w mais oranda da coly
7"'7 el colana das unidades, conle
- Finalmente, observa-se que a coluna das unidades deve dar 24, ¢ esta adigho ven
ils vezes 8, que nos dard 2 solucio.

dezenas; ¢ nesta, duas unidades a mais prove
e mostramos no segundo quadio

] -2 )
13A+ ]4Q+ 148+
13A 144 148
13A 14® 148
333 44 444

‘

Conclusio parcial: Os algarismos sio respectivamente |, 4 ¢ 8.

Obsenvagio: Todavia, devemos analisar os outros casos,

Caso M = 2: Teremos trés possibilidades para A, mas todas impossiveis de reali-
ACA0 correta,

2hH® 278 256
+ + +
268 278 288
268 268 284
666 777 588

Caso @ = 3: Neste caso temos s6 uma possibilidade para A; porém, ela tambéin
¢t impossivel de realizagio correta

Conclusio final: A tinica solugio cM =1 A=4c @ =5

101



Situacoes-problema para resolver

Descobrir 0§

algarismos a. b, ¢, d e ¢ nas adigoe

s seguintes.

-

‘ 1) b 2) b 3) ab
ab + b + ab +
ab ab ab
ce ab ccc

e
4) abe 5) abe 6) ab
abe + abe + ab +
ﬁhﬁ. abe ab
cee ddd ab
ab
_ab
bbb
7) bed gy abcede
abed abede +
abed abede
abed abede
abed abede
babed abede
ddddd abede
ececect
UMA SITUACAO DIFERENTE

Os valores de ¢, ', & & sio diferentes.

L]

@
v
L
¢

3k K
o> &P

»> €

Descobri-los!

RESPOSTAS DO CAPITULO 9

Exerciclos do primeiro grupo:

i )7ed




c)l,3e8

d)4,4e3 6,9¢c4 1,9¢2 9 4e5
e)7,6e0 7,7el 7.8e2 7.9e3
11,9,9,3¢5 1,0,0,3¢4
2)2,91,31.4598,46¢4
h)§,1,1,0,9.81,7,6eb 7,6,1,0,6,0,7,6,7,1e¢3

Exercicios do sequndo grupo:
l)a=1,b=8ec=4 a=3b=lec=4
2Ja=l,b=6ec=4 a=3b=2ec=8 a=3b=7ec=$§

a=4b=2e¢c=8§

Na=3b=Tec=1

Ha=1,b=8ecc=5 g
SYa=2,b=9,c=bed=8 a=2b=5c=%ed=7

6a=Teb=+4 !

Na=5b=6,c=4ed=8

8)a=7,b=9¢=3,d=6,e=35

Uma situacio diferente:

Sugestio: Descobrir inicialmente a existéncia de dois casos a serem analisados <
S-1ch-20 primeiro conduz i descoberta de seis solugoes; fomecemos una delus
B=-TO=0#=]ce=F

Diz a verdade, me
que ela esteja cont




CAPITULO 10
DESCOBRINDO PASSO A. PASSO |

INTRODUCAO

Preferimos neste capftulo nito descrever os topicos que serio estudados ¢ entrar
diretamente na divulgagio desta linha de agao bastante propicia para o trabalho em
sala de aula; agora neste livio apenas aplicando-a em questoes nurhéricas, deixando
para, talvez, em outro trabalho desenvolvé-lo com preblemas geométricos oualgébricos,
mas o colega professor saberd fazé-lo apds ler estas pdginas.

Iniciaremos com um problema sobre a busca de nimeres dadas algumas infor-
magdes ou indicios (¢lues, como americanos preferem). Nds o empregaremos como
ilustragdo modelo, procurando mostrar que as resolugoes passo a passo dio oportuni-
dade ao professor de recapitular, introduzir temas transversais, estabelecer posturas e
desenvolver hibitos, entre outros objetivos educacionais,

PROBLEMA 1: NUMEROS IRMAOS

Nés somos dois niimeros irmios; se nao acreditar entio acompanhe o que cons-
fatamos:

A - Somos nimeros de seis algarismos;

B — A leitura invertida de nossos niimeros da direita para a esquerda ¢ igual a
itura correta da esquerda para a direita;"!

C — A soma dos nimeros correspondentes aos algarismos das dezenas de milhar
tezenas simples € 6;
D ~ Somos divisiveis por 4;
It — Somos multiplos de 9,

I ~ Os nimeros dados pelos algarismos das centenas, dezenas e unidades estao
progressio aritmética, nessa ordem.

NOmers palindromos on caplosan. Existom palavias palindromas como Arara, Ova, Ama,
e, e, ete e b frases |M|0m|wm-o- Ot come moeald”, "Sacorrameame, subi no

Wlsion oo Matiocon
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Varmnos resolver pusso o passo, na ordem das informagoes dadas:

A~ Deixamos seis espagos para os algarismos:

B~ (Ver nota de rodapé)

I - Se os dois dltimos algarismos formam um nimero divisivel por 4, entdo, o
nimero é divisivel por 4; teremos duas possibilidades:

I5 — Considerando o critério de divisibilidade por 9 ¢ que a soma jd existente € 2
+3 4 34 2= 10 no primeiro, precisamos aumentar 8; mas, no segundo, temos a soma
18, divisivel por %; portanto, podemos colocar (| ou 9 para as centenas.

F - O primeiro nimero € satisfeito com P.A. de razio -1, e o segundo, com
P.A. de razio +3; entretanto, o terceiro ndo ¢ satisfeito, logo, deve ser eliminado.
Em consequéncia, ficamos com exatamente dois nimeros 234432 ¢ 630036. Isso
vem justificar a autodenominagdo “dois niimeros inmios”, por terem ambos todas as
propriedades informadas.

E MUDANDO A ORDEM DAS INFORMAGOES?

Do ponto de vista da matematica, devemos obter a mesma resposta; isso € intui-
tivo, os ndmeros gozam dessas propriedades independentemente da ordem em que
¢las sio observadas. Porém, uma ordem das informagdes poderd ser vantajosa ou nio,
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Ordem A B CFDE
AB, C F D D
XXXXXX | 630036 | 630036 [ 630036
abeeba| 531135
a3cc3a 432234
333333
135531
234432 234432 234432
7
Ordem ABCEDF
A B.C E D I’
XXXXXX | 630036 | 630036 | 630036
abeceba | 531135 [ 234432 234432
a3celda | 135531 | 639936
432234
234432
936639
639936
Ordem ABCDFE
A B C D ¥ E
XXXXXX | 23cc32 | 234432 234432
abeeba | 630036 | 630036 | 630036
adcela

Qutro aspecto a ser considerado é a maior ou a menor lista dos niimeros prossive s
empregando esta ou aquela informagio. A hipétese de maior quantidade vidvel enmme
rada pode levar a falhas proveniente da sua nio completabilidadc ¢ i desestimmlo par
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40cc04 | 42cc24 | 44cc44 | 46cchH 4 -H‘h:c?l--1
80cc08 | 82c¢c28 [ S4cc48 | 234432 | 88cchs
2lccl2 | 23¢c32 | 25cc52 | 86¢cc68 29cc92
6lceclG| 63cc36 [ 65ce536 | 27cc?2 h9cc?6

I'm continuagio, usando F, ainda obtém-se nove; e cinco com k.

Ao interessado sugerimos empregar a ordem A B I C D E: ao usar F encontrar
40 (1) vidveis.

PROBLEMA 2: NUMERO MISTERIOSO

Informacoes
A ~ Sou um nimero de quatro algarismos distintos;
B - Son menor que 2000,

C ~ O niimero dado pelo meu algarismo das dezenas ¢ o dobro do  correspon-
dente do niimero ao algarismo das centenas;

D — Sou multiplo de 3,

I} — Sou divisivel por 4:

F ~ A soma dos niimeros representados pelos algarismos da unidade e das unidades
de milhar é igual a soma daquele das centenas com o das dezenas.

Problema: Qual sou?

Comentidrio: Esta situagao-problema apresenta uma novidade, resolvida passo a
passo na ordem dada (A B C D E F) fornece o nimero 1368,

| AB C D
Ixyz | 124z | 1245 1248
136z | 1362 1365 1368

| 148z | 1482 1485

Todavia, resolvida, por exemplo, na ordem A B C E I D, descobre-se o nu-
mero | 368 sem usar a informagio D; ela é supérflua, mas poderd ser empregada
para confirmagdo.
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1300124 - g
SRR U
N6 | 1360 1364 13068

pRyT

| 82 | 1480

! i 2 B vy . ! .is ¢
Sugerimos resolver usando a ordemn A B 7 G [+ D, quando devent ueor
mesmo fato; é porém, mais trabalhosa '

L

PROBLEMA 3: UM NUMERO DE SETE ALGARISMOS

f
Informagoes ‘

A—O niimero tem sete algarismos;

B - Os algarismos das unidades, unidades de milhar e nnidndel" i
1,2 e 5 masnio respectivamente; . '

C — Os dois algarismos 4 estio juntos;

D - O algarismo 3 estd entre os dois algarismos 2; ‘

. — O valor relativa do algarismo 5 ¢é superior a0 do algarismo |; h

|~v‘
:

I~ Os algarismos 1 e S estio no comego ¢ no fim do numeral, 3o respech

G — O valor relativo do al arismo 3 & menor que o valor relativo de qual ;
g " )

algarismo 4.
Problema: Qual ¢ o niimero?
Comentirio: Usando a ordem dada, em B jd se tem seis opgies:

Ixx2xx5 IxxSxx2 2xx1xx5
2xxSxxl S5xxlxx2 S5xx2xxl1

Agora, utilizando a informacao C, cada possibilidade anterior fornecerd duas
opgocs para os dois 4 juntos, passando a 12 opgoes; ¢ assim poder-se-d, com bastante
trabalho e atengdo, chegar a0 nimero 544232 .

No entanto vejamos o que acontece se empregarmos as ordens seguinles:

Ordem AFDCGEB:

AF D C
Sxxxxxl]|5232xx1 5232441
5x232x1
5xx2321 (5442321 (544232] 5442321
LxxxxxS[|1232%xx3 1232445‘

1x232x5 |
Ixx2325 14423251]442325

Supérfln, ser
VE APCTIN Pt
verificagio
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OrdemADFCGBE

AD b C G B ‘ I

232xxxXx
x232xxx 1232xx5| 1232445
xx232xx|5232xx1 5232441

xxx232x|1x232x5
xxxx232|5x232x1
1xx2325 | 1442325 1442325 !442325
S5xx2321 5442321 5442321 (5442321 5442321

Neste quadro ¢ interessante analisar a coluna de B antes de E, ¢ também em
comparagdo com o quadio anterior.

EXERCICIOS

N.1 - Namero X

A — O niimero X possui trés algarismos;

B — A soma dos nimeros corespondentes aos algarismos das centenas € das
dezenas de X €9,

- - A soma dos niimeros correspondentes 30s algarismos das dezenas ¢ das
unidades de X € 11;

D - O nimero X é divisivel por 3;

I — O ntimero X ¢ maior que 300;

I — A soma dos ntimeros correspondentes aos algarismos das centenas ¢ das
unidades de X é 16.

Problema:

a) Descobrir X passo a passo na ordem dada e na ordem A B C 1 D I

b) Qual é o mener nimera de informagfes necessdrias?

¢) Descobrir X algebricamente usando A, B, Ce I

N.2 - Namero Y
A - O pmeto Y trem 5 algarismos,



C — O produto dos niimeros correspondentes aos seus algarismos das centenay
e das unidades ¢ 42;

D — O mimero correspondente o scu algarismo das dezenas ¢ raiz quadrada de
um nimero de um sé algarismo;

I =Y € divisivel por +;

I~ O mimero conrespondente ao seun algarismo das dezenas de milhar é o dobio
daquele das unidades de milhar.

Problema:

a) Descobrir Y passo a passo na ordem dada e também na ordem ABD F F C,

b} Serd que da para descobrir com a ordem A FBC D E?

¢) Qual o menor mimero necessirio de informagdes?

N.3 = 0 retdngulo de Madalena '

Madalena tinha quadradinhos iguais ¢ com eles construin um retingulo certinho,
juntindo-os em flas verticais ¢ horizontais, connforme mostramos:

0o o e

D%OD B i
00 DD 0 e

A~ O perimetro do retingulo ¢ de 32 unidades;

B — O retingulo ndo ficou um quadrado;

C - O retingulo de Madd tinha mais filas verticais que horizontais;
D - Ela usou mais que 30 quadradinhos;

E — Mas empregou menos que 50 quadradinhos;

[F = O nidmero de filas horizontais € par.

Problema:

a) Descobrir a drea do retingulo usando as informagdes na ordem dada ¢ na
dem ABEFCD;

b) Desenhar o retingulo de Madalena.

I
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

N.1 - NOMERO X
a) Ordem dada
A.B C D I F
15¢ 183 183
8lc
27¢ 274
T2c 729 =29 | 729 | 729
36¢ 365
63c 635
45¢ 456 456 | 456
54c 547
b} Ordem ABCFDE

A B Cc F D E
15¢ 183 Supérfluas
Sle
27¢c 274
T2¢ 729 729
36¢ 365
63c 638
45¢ 456

‘ 54c 547

¢} Ouatro informagdes §ao suficientes, mas dependente da ordem empregada.

d) Algebricamente — A, B,CeF

A nimeroX=abc

B ;l*—‘]r“).(: I).L.(-—,-:ll.lc' 4 c= 16

Adicionando as igualdades mem

bro a membro temos 2 @ M T T

v b o o= 18, do onde sublmindo cadn tgnaldade anteriol ohtéiae sucessivamente

.




n. 2 - NOMERO Y
a} Ordem dada:

AB C D E
abeba | 7b6b7 | 70607
6b7b6 | 71617
72627
73637
60706
61716 | 61716
62726
63736 | 63736 6‘3736

Ordem ABDEFC:

AB D E F C
abeba | al0cOa [ 40c04
alcla | 21ecl2 | 21cl2
a2c2a [6lclé
a3c3a [ 42¢24 | 42c24
§2c¢18
23¢32
63c¢36 | 63¢36| 63736

bl Ordem AFBC D E? SIM

A F B C D, E
abcde | 2lcde | 21cl2 Supérfluas
42cde | 42c24
63cde | 63¢36
S4cde | 84c48 (63736

e Quntro informag des



. 1l I R LT S L e
"0 3 = RETANGULO DA MADALENA ‘

a) Ordem dada:

A—Sendo de 32 unidades o perimetro, entdo o semiperimetro ¢ de 16 unidades
de comprimento ¢, portanto, teremos para o ntimero de flas verticais (base) ¢ o de
Bilas horizontais (altura} as seguintes possibilidades:

lely 2el4 Bel3 4eill Sell

6eldD T7e9 Se8 Qe7? 10c¢6

Ihes 12e4: 1363 14ed’ '}Sel

B - Devemos eliminar sé os que sdo iguais (8 e 8);

lellsy: 2eld 3eld 4el2 Hell

6¢l0 7e9 9e7 10e6 Jles

12e4 13e3 I14e2 15¢l

C ~ Ficamos com aqueles que possuem o 1% maior que o 2%

9¢7 10e6 lleS

[2¢4 ]3e3 I4e2

15e]

D — Eliminamos os dois tltimos (seus produtos ndo sio maiores que 30):

9¢7 10eb

12e4 13¢3

Ileb

I = Ficamos com os de produto menor que 50;

12¢4 13¢3

F — Desde que s6 o primeiro é com par entiio a solugdo € dada por 12 ¢ 4.

Solugdo: A drea do retingulo € de 12 x 4 = 48 quadradinhos.

b)

Un livro é um mudo que fala, um
surdo que responde, um cego que
guia, im morto que vive.

PADRE ANTONIO VIEIRA
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O que sabemos € uma goba; o
(Jue ignoramos ¢ um oceino.

NEWTON
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CAPITULO 11

DIVISAO DE FIGURAS EM PARTES IGUAIS
RS < TRIWTAN (TR0 TR 7 0 1L TH R D SR VT A R

INTRODUCAO

Um problema recreativo bastante usual, cujo enunciado é “Dividir o po-
ligono em quatro figuras iguais” ou similar, tem, na sua solugdo dnica, as partes
semelhantes a eriginal. "

Issa simples e interessante questio, além de estar em viirios textos diddticos, pode
ser encontrada em obras recreativas; por exemplo, em Siegfried Moser (19731 ¢ Brian
Bolt (1952). Aparece em divisio de terreno com drvores, o que nio o lornam mais dificil,
pelo contririo, facilitam, em Tom Verneck (1979) e |. C. Mello e Souza ( 1944).

Entretanto, investigando sua existéncia em outras obras, descobrimos na de Boris
Anastas'evich Kordensky (1956} dois puzzles que julgamos indicios histéricos da génesis
do problema de Divisdo (dissec¢iio on decomposigio:

Planning a garden: “16 palitos arranjados na forma de um quadrado representam
uma cerca rodeando uma casa (de 4 palitos). Usando mais 10 palitos, divida o jardim
em cinco setores idénticos em forma e medida™.

Garden and well: “Aqui temos um jardim, formado com 20 palitos; no centro
hd uma fonte quadrada (4 palitos). Dividir o jardim usando mais 20 palitos em oito
partes de idénlicas forma ¢ medida”,




n um as s solugdes empregam-se fguras com fommi de tids g
que hoje chamamos de lrimmrj ndo reto, as qu.m prowvolmmw dcmm origes
problema anterior cornentade e geraram a Repartigdo por Semelhanga, A divisio, com
exigéneia de que as partes congruentes sejam todas semelbantes & original, teve um
marco inicial no trabalho de Dudley Langford 11940). Nesse artigo, o autor exigia
que a divisdo fosse com quatro figuras. Além do quadrado, paralelogramo ¢ tridngulo,
facilmente decomponiveis, fornecen mais sete figuras, a primeira coincidente com a
dos comentirios anteriores; outras cinco relacionadas abaixo e uma sétima formada por

quadrados conectados apenas por um vértice, que excluimos. Langford perguntou:

“Hd mais figuras como as de 1 a 7, ou pode-se provar que ndo hd mais?” "

Ep R e S

Apds poucos trabalhos relativos, como o de Grosmann (1948) ¢ o de divulgagio
de Martin Gardner (1964}, encontramos novo marce com o notdvel artigo de Solomon
Golomb (1964}, que apresenta as belas higuras Sunail. Carpenter’s plaine ¢ Pyramid
hexiamonde." Este autor amiplia a lista e leve, em nosso entender, o mérito de inverier
o prablema de divisio em formulagdo equivalente de juntar figuras congruentes a uma
delas (quatro réplicas) para formar uma dupla da origmal [duplicagio).

Essa condigio de construir figura semelhante com razio 2 denominada por ele
de Replicagdo foi sem divida a fonte para interessantes atividades educacionais. Na
década de 1970 surgiram as primeiras aplicacoes educacionais da Replicagio a Se-
melhanga, com situagdes-problema nio s6 de duplicagio, mas de triplicagio (razio
3), quadruplicagio (raziio 41, ele., deixando de se ter apenas a existéncia do tema em
pesquisa matemdtica, on de simples atividades Iadicas, para o desenvolvimenta do
raciocimio, principalmente pela sua aplicagio no ensino-aprendizagem.

O aparecimento simultineo dos polimings, também com Golomb (1965,
enriquecen o tema e suscitou o inicio do estudo de problemas de divisio em par-
tes iguais, sem a exigéncia de semelhanga com a figura original, como € o caso
dos trabalhos de Klarner (1965) ¢ de Walkup (1965), e ainda deu origem a outras
situagdes-problema de divisio de figuras.

H4 alguns anos, lendo o livio de Pierre Berloquin (1973), tradugio da Gradiva de
1991, encontramos divisdo de figuras ndo retangulares em apenas duas partes iguais.

Voltamos a consultar a pequena obra em 1° de margo de 1999, conforme anotagdes,
numa atitude mais investigativa, quando verificamos a existéncia, entre os 100 enun-
ciados de problemas (com solugies concentradas no final), de seis cuja caracteristica €

*Tradugdo livre de: “Are there more figures like fig. 1-7, or can it be proved that there cannot be
any more?”.

" Hexiamionde = seis tridngulos equiliteros conectados. Ver BARBOSA (2005D ),
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s divisoes de suas higuras em ni-
s colocadis em suas margens, Ao tentarmos estender as
situagoes-problerma par outras figuras, percebeinos ¢ nos convencemos da possibilidade
de transformi-lis em abividades educacionais. Sentimos pela motivagio emergente da
possivel contribuigio ao desenvolvimento de habilidades, percepeia cspacial, além de
servir como facilitadoras da introdugiio ou hxacio de conceitos de drea.

Como nio poderia ser diferente, empregamos nas nossas figuras, também nio
retangulares, que denominamos figuras-padrio, trés de Berloquin, as duas don. 23 ¢
ado n. 43, Para cada fizura-padrio sio criadas vdrias atividades educacionais corres-
pondentes respectivamente a divisores especiais.

Adaptamos nosso texto com a finalidade de gestio de atividades em sala de aula,
procurando contemplar uma abordagem investigativa das situagées pelos alunos. Na
tentativa de deixd-lo em concordincia com os dizeres da Dra. Miriam G, Penteado
(UNESP), uma atividade-modelo € fornecida buscando mostrar, num cendrio ficticio,
como o estudante serig conduzido a experimentar, reformular e explorar a situagdo
em investigagdo. Nesse mister o leitor pereeberd um papel preponderante dado aos
poliminds, no caso das experimentagdes e reformulacoes, ¢ ao desenvolvimento da
criatividade dos alunos, Também aspectos exploratorios mereceram cuidados, desde
aqueles de contagem até os de solugoes encadeadas sucessivamente. De acordo
com o pensar da Dra. Regina C. Grando (Univ. Sdo Francisco), procuramos com as
atividades propostas envolver os estudantes nio os restringindo ao fato de jogar nas
diversas sitnagoes-problema, mas, ao procurar soluciond-las, gue eles joguem com a
pripria Matemdtica, realizando reflexoes matemdticas, experimentando, reformulando
¢ explorando a matemitica subjacente. Assim, procurando fazer as palavias do Dr, Ole
Skovsimose (Univ. Aalborg) um dos objetivos maiores deste capitulo, orientamo-nos
em conseguir conexdo entre Matemdtica, Brincadeira e Criatividade.

ATIVIDADE MODELO

Consideraremos a figura a seguir como a Figura Padrio Modelo (FPM) para
virias alividades. Em sala de aula fomecem-se aos alunos alguns conjuntos de folhas
contendo cada uma virias cépias de uma mesma figura padrio.

FFPM

Sugerimos inicialmente aproveitar a figura para recordar o conceito de drea,
estabelecendo que cada quadricula serd uma unidade de medida da superficic, o
FPM terd drea Al = 20, [
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S g
problema

! (] E3ad 41

Dividir a FPM em cineo figuras iguais — mesma forma e medida (drea).

Deverd ser ressaltado que a sua divisio serd em cinco quadrados, como mostr i
figura. E 6bvio que um didlogo diagnosticador da solugdo se faz adequado. . apenas
necessario que se contemple a verificagio de formas iguais (quadrados! e medidas
iguais (lados dos quadrados com duas unidades de comprimento!, ou éreas iguais (4

quadradinhos).

Nota: Insistir que é possivel se ter a FPM dividida em cinco figuras com dreas iguais,
mas com formas diferentes ¢, portanto, ndo serd solugdo da situagio- problema. Da
mesma maneira, a FPM também pode ser dividida em cinco fignras com formas
diferentes e dreas diferentes, ¢ ndo serd solugao.

Situagao-problema 2

Dividir a FPM em quatro figuras que possuam entre si a mesma forma e
medida (drea).

Apés um pequeno tempo de espera, de alguma solugio, para a sitnagio-
problema, ¢ bem possivel que ela ndo aparega! Acreditamos que seja 1itil uma
intervengio do professor.

Seja um possivel didlogo:

P: Qual deve ser a drea de cada hgura? Como descobri-la?

Alunos: 20 por 4 dd 5, entdo a drea de cada uma serd igual a5 quadradinhos.
P; (Elogiol. E a forma de cada figura?!

Aluno X: Juntando os quadradinhos em fila,

Aluno Y: Podia ser formada de quatro em fila e um de Jado: sdo duas formas,

P: Otimo. Alguém descobriria outras figuras de cinco?
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Seria conveniente introduzir, caso ainda nédo Lenha feito em outras atividades, a
denominagio “pentaminé”™” para qualquer dessas formas, Fxistern 12 tipos de penta-
minés: a primeira sugestio corresponde a um pentaming chamado reto ou [, 0 segundo
tipo sugerido € o teiceiro € costume serem denominados L ¢ Y, respectivamente: jd

o quarto é o T', o quinta é o pentaming cruz, o sexto ¢ o P, o sétimo éo Uon C, e Z
alto, torneira, canto, efc.

TESTANDO

Para cada uma das figuras sugeridas ¢ interessante discutir as suas viabilidades,
explicando aos alunos que ¢ assim que deverdo proceder, investigar testando. tentando
descobrir qual delas é que divide exatamente a FPM em quatp.

Sé com a pega pentaminé P € obtida selugio; € vinica. Lembrar que € tio impor-
tante descobrir que existe unicidade quanto descobrir virias solugoes.

Situagao-problema 3

Dividir a FPM em dez higuras que possuam, entre si, a mesma forma ¢ me-
dida (irea).

Para esta situacio os alunos descobrirdo uma solugio principalmente se lem-
brarem que a drea de cada uma deve ser dada por 2 quadradinhos (encontrada de
2000: 10 = 203); portanto, a figura possivel pode ter a forma de um dominé (dois
quadradinhos conectados).

Uma solugdo ficil é dada na primeira iigura.

Fssa situagio, poréin, possibilita outras exploragoes:

Uma exploragio realiza-se com simples intervengilo, indagando se existe outra so-
hugio ¢ se experimentarain colocar deminds que sao retingulos 2 x 1 em posicio 1 x 2,

" Pentamin é um poliminé com cinco quadrados congruentes conectados pelo menos por um lado,
Ver, por exemplo, BARBOSA (1993, cap.7) ou BARBOSA 12005},
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Descobrirsed que ‘basta viear um 86 con mﬂb s dots da posigio hortzontal para
vertical, confonnc asegunda figura. £ claro, € possivel que haja surprem. refletid
pela pergunta:

— Mas € oulra solugzo? Estamos usando também s6 dominds!

Caberi o esclarecimento de que a disposi¢ao das figuras componentes sendo di-
ferente torna a soluglo diferente. Uma segunda exploragio® resultard de pergunta:

— Quantas solugdes existem virando cada vez um conjunto de dois domings?

A pailir da disposigio dada, obtem-se 2x2x2x2x2x2x2 =27 = 128 solugdies
(diferentes), pelo fato de que podemos dispor cada dois dominés vizinhos de duas
maneiras, uma horizontal € uma vertical.

Mas curiosa € a seguinle exploragio, que pode ser obtida com a pergunta;
~ Existiriam outras solucdes além dessas anteriores?

O emprego de dominés (on tijolinhos)| é o mesmo que utilizar a figura da divi-
sio em cinco partes ¢ dividir cada uma ao meio, e a divisio ao meio de cada um dos
quadrados pode ser feita também com as diagonais respectivas.

Quiee beleza | Que tal agora indagar:
— Bxistiriam outras solugdes?

Bastaria usar a outra diagonal. T'emos mais 32 outras solucoes.
£

il

Observagio final: I interessante destacar que a figura padrio, a despeito de possuit
por drea 20 quadradinhos, nio pode ser dividida em s6 duas figuras iguais.

ATIVIDADES PRATICAS

Atividade 1
Considerar a figura padrdo 1 (FP-1), também de drea 20 quadradinhos.

FP-1

Situagio-problema 1: Dividir a FP-1 em duas figuras iguais (forma ¢ drea).

*Interessante para kurmas do Ensine Média, 1 que envolve o principio multiplicativo da combinaténa.
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FPS1 e cinco Hguras iguas.

ividir a 'P-1 em dez figuras iguais.

Atividade 2
Considerar a figura padrao 2 (FP-2) (de 20 quadradinhos).

P2

Situagio-problema 1: Dividir a FP-2 em duas higuras iguais,
’

Situagdo-problema 2: Dividir a F-Z em quatro figuras iguais.

Situagio-problema 3: Dividir a FP-2 em cinco hguras iguais.

Situacdo-problema 4: Dividir a FP-2 em dez higuras iguais.

Atividade 3
Considerar a figura padrdo 3 (FP-3) (também de 20 quadradinhos).

I'p3

Situacgdo-problema: Dividir a FP-3 em quatro figuras iguais.

Atividade 4

Considerar a FP-4 (com drea de 24 quadradinhos),

P4

Situagdes-problema: Dividir a FP-4 em duas, trés, quatro, seis, oito ¢ doze
figuras 1guais.

NoTa: As divisoes em 12 sdo mutto ficeis.
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Atividade 5
Considerar a FP-5 (drea de 24 quadradinhos).

Situagdes-problema: Dividir a FP-3 em trés, quatre, seis, oito ¢ doze. Sao ficeis,

principalmente em duas partes é muito simples.

Atividade 6
Gonsiderat a FP-6 (drea de 40 quadradinhos).

FP-6

Situagdes-problema: Dividir a FP-6 em duas, cinco, oito, e dez partes iguais.

Atividade 7
Considerar a FP-7 (drea de 48 quadradinhos).

Ip.7

Situacdes-problema: Dividir a FP-6 em duas, trés, quatro, seis, oito, e dezesseis

partes iguais.
SOLUCOES DE ALGUMAS SITUACOES-PROBLEMA

Atividade 1: SP1 - duas partes iguais

ST

NotA Obseivar o padiiio e sucessio de solugOes; todas posiuem simetri rola




Atividade 1: SP2 - quatro partes iguais

Atividade 2: SP1 - quatro partes iguais

Atividade 3: SP2 - quatro partes iguais

Atividade 4

Duas Tris Quatro Oito

e

Seis

T




Atividade 6

Duas Cinco

B o

o
el 1 =3

Atividade 7

Duas

- iy 9§

Treés Qualro

—

o
-

Dezesseis

Nio se pode ensinar colss alguma
alguém, apenas podese auxilidlo #
descobrir por s Mesmo.

Gavian

S i 0 e S W G S .



CAPITULO 12
REDES DE PONT_QS_

fREss : e 2 LS AT S IIPL: RN v

INTRODUCAO

O geoplana (ou prancha de pinos) € um material pedagdgico para a sala de aula.
Existemn fundamentalmente trés tipos: redes quadrangulares, triangulares isométricas
e circulares (MENINO et al., 2001, 2002). Para o texto deste capitulo optamos por
trabalhar nsando redes de pontos, jd que equivalentes a sua utilizacio em folhas cha-
madas “papel de pontos” passibilitam o uso de lipis e borracha no lugar de eldsticos.
Trataremos de trés grupos de atividades, cada uma especifica para uma das trés redes
de pontos, ¢ também para trabalhos préticos e tarefas,

A ~ CORDAS EM REDES CIRCULARES

Esta atividade desafia 0 aluno a descobrir, por meio de construgiio ¢ contagem,
ou de um recurso de contagem indireta, um mimera determinado de cordas sujeitas
a condigoes fixadas. Objetiva apresentar, explorar ¢ fixar conceitos, conduzindo os
educandos i descoberta de alguma estratégia e, eventualmente, a generalizagio e
busca de padraes.

Situacao
E dada uma rede circular de pontos,
Problemas:

a) Qual nimero méximo de cordas podemos construir, desde que nio se cruzem
€ seus extremos nao sejam pontos consecutivos da rede?

b1 De quantas maneiras isso pode ser feito?

Sugestoes de encaminhamento

1) Aconselbamos dar ilustragdes de rede circular com um niimera grande de
pontos para esclarecer ambos os problemas.

Aseguir, tlustramos com guatro exemplos, wsando rede circular de 24 pontos,
quande em todos o numero masimo de cordus ¢ 21, e as o anhguragdes apresentiam

belo visua! motivador
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Nos quatro exemplos, todas as 21 cordas ndo se cruzam, seus extremos néo sio
pontos conseculivos da rede circular e nio ¢ possivel construir mais qualquer corda
sem infringir essa condigdo. Em particular, nos trés primeiros exemplos sobram 2
pontos sem uso, mas no quarto sobram 12 pontos.

2) Deve-se direcionar e até conter as agdes, pois nao € conveniente tentar cumprir
as dluas tarefas propostas ao mesmo tempao; pois, se realizadas simullaneamente, poderdo
tornar-se confusas, levando ao desinteresse e consequente desisténcia,

3) Deve-se iniciar a investigagdo com rede de seis pontos; a experiéncia nos mostrou
que o uso de 2, 3 ou 4 pontos dificulta a visualizagao da circunferéncia, descaracteri-
zando a atividade, ¢ com cinco pontos €, infelizmente, pobre em exemplos.

TRABALHANDO COM REDE DE SEIS PONTOS
F dada numa rede circular de seis pontos A, B, C, D, E ¢ I, E preciso selecionar
um deles para construirmos a primeira corda.

A
O
(o] o8
. EO o ¢
0
D

a) Primeiro tipo de configuracio

Qualquer corda construida de A ndo pode ter o outio extremo em B nem em I
Segne que tragando as cordas AC. AD e AT, as condigdes do problema sio satisfeitay.
Construimos trés cordas, ¢ mais nenhiurma pode seracrescentada. Podemos abier mais
cinco configuragoes andlogas, a partie de B, de C, de 1, de e de I, flceis de se obler

[l LOLECO0N SUEeNivis de o1




A A
a
F B I e
K e C o ¢
°
o n
\ A
.
Ka 8 ¥ B
E C Le ¢
°
i )]

E interessante que haja um didlogo para se discutir e considerar a equivaléncia
entre as seis configuragdes, com apelo 3 forma ou ao aspecto, elus constituem uma
classe de equivalincia,' Diz-se que qualquer delas representa a classe, Em resumo,
temos nessa classe o mdximo de cordas pessiveis dado por max ¢ = 3. O padrio ¢
caracterizado pelo fato de as cordas serem concorrentes num sé ponto.

b) Segundo tipo de configuragio

As configuragaes desta classe possuem a forma triangular e, de novo, max ¢ = 3:
porém, agord, a classe s6 possui dois elementos, id que ao girarmos em 60°, na terceira
vez repete-se a primeira, na guarta repete-se a segunda, etc.

A A
o
I e e ¥ ]
£ C Le o O
°
D D
¢) Terceira classe de configuracées

Temos max ¢ = 3 novamente, mas 0 mimero de diagramas nio € seis, 0 que se
pode pensar ao dar giros de 60° na configuragio, ji que no quarto e nos seguintes
repetem-se as trés primeiras.

i e C
n

—— e

" Tooda o bawr she equivitdéneia gowa das poopsieslades reflesiva, sundto ¢ fmmsilive




d) Existirla uma auiria clusse . 4
T VTR
Podemos trocar na configuragio anterior a corda intermedidna CF pela
corda AD, entdo obteremos um diagrama com visual que se apresenta idéntico,

Todavia, apenas efetuando rotagdes de configuragao da terceira classe nio serd
possivel fazé-la coincidir com a nova.

A rigor, o novo diagrama pode ser obtido do anterior por simetria reflexional em
relagdo a um eixo que possui o centro (“passa” pelo centro | da rede circular e ¢ paralelo
as cordas AC e DF, Segue que seria aceitivel juntar as duas classes numa tinica com
seis representantes, Mas, por outro lado temos novamente max ¢ = 3.

Conclusdo: Observando os resultados anteriores, por enquanto, podemaos coneluir
que, para rede circular de seis pontos temos

maxc =3
mimero de classes = 4
mimero de configuragdes =6 + 2+ 3 + 3= 14

TRABALHANDO COM REDE DE CINCO PONTOS
Resumo:
maxc =2
classe tinica

nimero de configuragies = 5

TENTANDO DESCOBRIR RESPOSTA DO PROBLEMA (b)

Observando os resultados parciais para redes com 24, 6 ¢ 5 pontos com os méxi-
mos obtidos 21. 3 e 2, respectivamente, percebe-se uma relagio comum para elas: os
méximos sdo trés unidades a menos que o niimero (n de pontos da rede. Daf tentarmos
a inferéncia (apenas plausivel): max ¢ = n = 3; formula que poderemos conferir para
outros casos particulares;
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LA

Cason=+4

max ¢ = |

classes = |
configuragdes = 2

Ja que os maximos, nos dois casos, satisfazem a formula *,a inferéncia toma-se on
divel '; alids, nos exercicios priticos que proporemos, ¢la tomar-se-4 bem credivel #

MATEMATICA SUBJACENTE AO ENSINO ME

1 2 -

.'.1[|!;:|r'7'v.‘-(u3l.‘
2L I O A,
_.w-npn:.”r”Jt:qm

Anotam.

“maxc=3-3=0cmaxc=4-3= 1.

* Na aprendizagem, basta que o aluno se convenga da veracidade, por isso, neste livio, nio 1o
preocupamos em provi-la.

 Na matemdtica, a prova ¢ imprescindivel. a sua histéria contém cases em que conjecturas loram
derrubadas com contracxemplos.
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[, novamente, se continugrmos pcrmuh o u etras na ordern allabeti
obtemos CEAC, que nada mais € que a primeira conﬁgumcio COImo ¢
comeganda com C. Em resumo, 56 duas configuragdes sio obtidas

¢) Terceir classe;
T'emos configuragiio constituida por uma poligonal aberta:
ACFD: BDAE  CEBF
Porém, se continnarmos, obtemos DECA, que € a poligonal da primeira
configuragdo, mas com comego na outra extremidade.
d) Quarta classe
Teremos: |
CADF DBEA  ECFB |
Hustragio 2: Rede com oito pontos

Tendo por meta clucidar possiveis diividas, usaremos o procedimento algé-
brico apenas para as duas classes selecionadas seguintes, Continuamos a usar o
ponto superior ainda A, ¢ os outros no sentido hordrio correspondem & order
alfabélica, mas ndo os indicamos nos diagramas por dificuldade téenica.

ACEA + EG+EH  EGAE + AC - AD
BDFB + FH + FA  FHBF + BD + BE
CEGC + GA + GB GACG + CE + CF
DFHD + HB + HC HBDH + DI + DG
maxe=5=8-3

A classe tem oito representantes.

ACEA = AEGA oLl ACEGA + AE
BDFEB + BFHB ol BDFHB + BF
CEGC +CGAC  ou CECAC + CG
DFID + DHBD  ou  DFHBD + DH

maxc=5=8-3

A classe tem quatro representantes.

EXERCICIOS PRATICOS

1. Construir pelo menos um representante de cada classe com o miximo possivel
de cordas que ndo se cruzem e cujos extremos ndo sejam pontos conseculiyos em
redes circulares de; a) 7 pontos, b) 8 pontos, ¢) 9 pontos, verificando a validade da
frmnla do nomero miximo.
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Geoplano de Bstindo ¢ Pesquisa (GGEP) do IMESC, e 2005 ¢ no inicio de {7
composto pelos docentes pesquisadores: M. lara S, Tiggemann, Ms. Karine Hol |
Iha, Ms. Sirlei Tauber e Ms. Maria Christina. B. de Marques; grupo que tivemos
prazer de coordenar. Fim particular, essa situagio problema foi tema desenvalvidi

mais especificamente por Maria Christina ¢ pelo autor do livro.

B — CAMINHOS EM REDES QUADRANGULARES

Fsta atividade, de Ficil aplicabilidade no Ensino Fundamental, é adequada para
a introducio, a exploragio ou a fixagio de alguns conceitos de geometria plana, € um
recurso valioso para o desenwolvimento do raciocinio, da imaginagdo e da percepgia
de contiguidades com seus desafios. Também possibilita o tratamento com classes de
equivaléncia de padrdes simetricamente equivalentes.

Situacao
I© dada wma rede quadrangular de 3x3 pontos.

Problema: Construir todos os caminhos de recobrimento com origem ¢
extremidade fixadas e vértices sé6 em pontos da rede, desde que ndo cruzem comm

eles praprios,

1 2 )
L L] 2
‘ S o
@ L] o
e SRR |

Sugestoes de encaminhamento
1} Sugerimos iniciar com algumas ilustragdes de esclarecimento do problema

1 2 3 1 2 3
[
& 4 5 &

* Onitra situagio-problema investigada pelo mesmo gmpo diz respeito ao “mimero méximode condas
de mesmo comprimenta sab as condigdes de 1o se cruzarem ¢ sem extremos em comum’
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Assim, nas duas primeiras figuras temos dois caminhos de recobrimento, ou sim-
plesmente recobrimentos, porque ambos possuemn todos os pontos da rede 3x3 como
vértices do caminho; o primeiro com origem no ponte 3 ¢ extremidade no ponto 9,
o segundo com origem no ponta 8 ¢ extremidade no 1.

Porém, na terceira figura, o diagrama ndo é um caminho de recobrimento, mesmo
sendo um caminho de origem no 3 e extremidade no 9, pois os pontos 4 e 7 da rede
ndo sdo vértices do caminho. Também o caminho de recobrimento da quarta figura
ndo € solugdo do problema proposto, jd que ndo satisfaz a condigio de ndo cruzar
consigo proprio, pois o trecho 9-2 cruza com o trecho 5-3.

2) A ocasido ¢ propicia para recordar ou introduzir conceitos de geometria,
como de segmentos de reta, segmentos consecutives, poligonal plana aberta (possui
dois extremos) e fechada (ndo possui extremos), poligonal simples (seus lades nio se
cruzam| e ndo simples (possui lados que se cruzam),

3) Suscitar, caso ndo tenha surgido, a propriedade que expressa o fato de que
trocando a origem com a extremidade o diagrama é o mesmo, mas o caminho fica
invertido. Ela torna possivel eliminar nas figuras as indicagdes do vértice origem e
vértice terminal,

TRABALHANDO COM SUCESSOES NUMERICAS

Estabelecemos uma notagdo de ordem dos recobrimentos escrevendo a sucessio
numérica dos vértices do caminho comegando com o nimero do ponto de origem;
portanto, o iltimo niimero da sucessio serd o nimero do ponto extremidade ou
terminal do caminho.

Por exemplo, os dois recobrimentos anteriores serdo anotados, respectivamente,
325147869e874956321.

Reciprocamente, a cada sucessio numérica com todos os niimeros de 1 a 9, uma
s6 vez cada um, corresponderd um recobrimento, satisfazendo ou nio a condicio
de os seus lados nio se cruzarem. Por esse motivo pedemos chamar de caminho &
prapria sucessio.

Assim,598741632e698 125347 sdo sucessdes numéricas representativas
de recobrimentos de rede 3x3; porém, 56 a primeira ¢ notagdo de um caminho que
stishaz as condigoes.
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Nota: Decorre, em consequéncia da propriedade citada, que, dada uma sucessio
. s . * ' 10
de recobrimento, corresponde outra sucessdo numérica invertendo a ordem com

o mesmo diagrama.

Uma bela aplicagio no ensino-aprendizagem da notagdo de caminho por sucessin
numérica, para o desenvelvimento da imaginagdo espacial, € apresentar a sucessio
com lacunas a serem preenchidas para que o recobrimento nao tenha cruzamenta:
consiga préprio, conforme exemplificamos a seguir.

Seja a sucessdo dadapor 1 _7__ _ _ 9 _; temos sete solugoes:
147523698 147523896 147253698
147253896 147236598 147235698
147235896

Classes de equivaléncia

Consideremos os dois parliculares recobrimentos que satisfazem a condigio de
ndo terem cruzamentos dados pelos diagramas a seguirde 1 425369873623
14789

Observando os dois diagramas, verifica-se que eles possuem a mesma forii
Dizemos que se equivalem, pertencem a mesma classe. Poderfamos corparar com
os caminhos de dois meninos: wm sai do ponto 3 ¢ vai para o ponto 9 fazendo um
percurso andlogo ao outro menino que vai do ponto 1 ao ponto 7,

Na verdade, os seus caminhos sio simétricos por reflexio. Damos um recurso
para obter caminhos da mesma classe de equivaléncia, Na primeira figura dadi 4
seguir, aplicamos ao primeiro diagrama uma reflexdo em relagdo ao eixo dos Y ¢,
sucessivamente, reflexdes em relagdo a X e Y, obtendo ao todo quatro diagramas
equivalentes ou caminhos equivalentes.

M, MR
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Na segundn ¢ igura aplic phe Ivas e
sentido hordrio; entdo obtivemos mais caminhos cqn ivalentes, pois ao eflhj " (
segunda rotagio (90° + 90°) temos a mesma obtida nasegunda reflexiio (0 que lcmpw '
acontecerd).

EXERCICIOS

1) Construir pelo menos 10 recobrimentes de uma rede de 3x3 pontos sob a
condig¢iio de ndo cruzarem com eles préprios, fornecendo as respostas em notagio de
sucessdo numérica com origem 2 e terminal 7.

2) Preencher as lacunas, se possivel, para que sejam recobrimentos que ndo se
criuzem com eles mesmos:

-} ) B S e SR ) S e 5

¢)_ 9 3 __ 7 d)]_6__7__9{cuidadol)

3) Descobrir os recobrimentos equivalentes ao recobrimento 25 1 478369,

Fonte: O tema anterior também foi objeto de criaglo, investigagio, esindo ¢
extensio para rede 4x4 do GGEP, Em particular. foi desenvolvido pelas professoras
Sirlei Tanber e Karine Bobadilha.

C - DIVISAO DE HEXAGONOS EM REDES TRIANGULARES
ISOMETRICAS

Introdugao

No cap. 11 estudamos a divisio de poligonos nio regulares em partes iguais; neste,
trataremos da divisiio de hexdgonos regulares usando redes isométricas,

Situagio: Sao dados uma rede triangular equildtera e um hexigono regular com
vértices em pontos da rede,

Problema: Dividir o hexédgono regular em partes iguais com segmentos de reta
de extremos em pontos da rede.




TR A Nk e A
(A L 1in) |

tanto, as distncias enl

em toda rede; de ande a chamamos de isométrica.
2) km seguida, identificar que os hexigonos da figura sio regulares, 0 que
facil, id que os dngulos dos tridngulos da rede sio de 607 e que temos hexigonos cor
virias medidas.

3) Selecionar um hexdgono para ihwstragoes de algumas divisdes simples on
partes iguais, '

Um aspecto interessante ¢ a verificagdo da igualdade das partes: por simples
petcepeio visual, contande os pontos interiores; pela drea® das partes, usando cadi
pequeno tridngulo equilitero da rede como unidade de drea; pela associagio desses
fatores ou ainda pelo tragado da diviséria, que deve possuir o centro do hexagono,
um centro de simetria, !

Na figura, as trés primeiras divisoes sdo em duas partes iguais, ¢ a quarta, em seiy
mas podem ser empregadas para um fértil didlogo sobre a possibilidade cu nio de
ser considerada também como divisio em duas partes iguais; o micleo do tema e
discussdo poderi ser sobre o fato de as duas partes serem compostas de trés triangulos
conexos apenas por um vértice comum.

PRIMEIRO GRUPO DE EXERCICIOS

1) Dividir o hexdgono regular de lado igual a uma unidade da rede em:

8 0. 6 a) duas;
: ° b) ttés;
= 3 ¢ seis partes iguais;
°© o o indicando os nomes das partes.

* Ver extensio da Férmula de Pick para dreas em redes isométricas: BARBOSA, 1996, p. 3157
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2) Diidir o hexdgono regular de I

a) cuas;

b} trés;

¢) quatro;

d) seis partes iguais.

Jd que essas qualro tarefas apresentam vdrias solugoes, elas sio adequadas para
uma dispula entre grupos, declarando vencedor o grupe que apresentar o maior
nimero de solugdes.

Outro aspecta que deve ser valorizado é a descoberta de estratégias; assim, aquela
das divisérias que possiem o centro do hexdgono como centro de simetria continuam
a ser vilidas, mas surgem outras possiveis, oriundas de divisio em certo niimero de
partes para se obter a divisdo em mimero duplo de partes, que podem fornecer partes
até entdo nio previsfveis,

SEGUNDO GRUPO DE EXERCICIOS
1)Dividir o hexdgono regular de lado igual a TRES (1) unidades da rede em:

a) duas,

b) trés,

¢) quatro,

d) seis partes iguais

NaTa: Obter o maior nimero de solucdes para cada questio.

ALGUMAS SOLUCOES DOS GRUPOS DE EXERCICIOS

Primeiro grupo
a) dois trapézios isésceles;
b trés losangos:
¢} seis tridngulos equildteros.

Segundo Grupo
a) Duas partes iguais

e
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d) seis partes iguaiy

Comeo tiltima ilustragdo, consideremos o hexdgono dividido em trés partes ignais e o
aproveitemos, dividindo cada uma em duas partes igoais, obtendo a divisao em seis,

PR EA ve onha de reconhecer um erro
i Teva a comeler muitos outros,

JEAN DE Lo FONTAINE.
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CAPITULO 13
ISOLAMENTOS

INTRODUCAO

Nio temos informacoes sobre a génese desta brincadeira, na qual se Io‘l
matemitica, buscando colocar niimeros prefixados em dispesigoes com restrigl
contiguidade, Sabemos apenas da existéncia de um artigo de 1974, de Donuld'f. 1
(Universidade de Wisconsin), republicado por Evan M. Maletsky, do Montclai
Collllege. e Christian R. Hirsh, da Western Michigan University, na sua coletinon
atividades educacionais pelo NCTM.,

O trabalho de Piele & bastante interessante, pois oferece uma variedade ""
gramas para seus isolations. Infelizmente, o autor ndo fornece qualquer estraté
tanto é que em nota de rodapé os editores lembram que o préprio guia do prof
relata necessitarem os estudantes de razodvel experiéncia em desenvolver estraléghs
emergentes do procedimento usual de tentativa e erro.

A — CONCEITOS

Situagdo
I2 dada uma sucessio de niimeros naturais e um diagrama com o mesimo Numes
de células (cfrculos) conectadas por segmentos, ?

Problema: O objetivo é dispor os niimeros da sucessiio nas células do diagran,
desde que niimeros consecutivos na sucessio ndo fiquem vizinhos (adjacentes peli
conexdes) no diagrama.

[ustragio
Sucessdo: 3,4, 5e6

Diagrama:
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Comentirios:

No primeiro diagrama, o par de ntimeros 46 € de vizinhos, € na sucessio nio
sdo consecutivos; essa disposicio ¢é permitida,

Isso também acontece para os pares de vizinhos 6-3 e 3-3, pois nio sio consecu-
tivos na sucessio. Dizemos entdo que o diagrama ¢ de consecutivos isolados, ou que
o diagrama é um ISOLAMENTO.

Entretanto, isso ndo se verifica no segundo e no terceiro diagrama; assim, temas
respectivamente os pares de vizinhos 5-6, 4-3 ¢ 45, que nas sucessdes sio consecu-
tivos. Fssas disposigdes nio sio permitidas. Dizemos entio que os diagramas sio de
consecutivos praximos ou que esses diagramas sio PROXIMIDADES.

O leitor verificard que o quarto diagrama satisfaz a condigio de 56 ter pares vizinhos
que na sucessio ndo sio consecutivos; portanto, o quarto diagrama é um isolamento,

Mas espere um pouco... Observando com atengao o quarto diagrama, verifica-se
que os nimeros da sucessao estio dispostos na ordem invertida daquela empregada
1o primeiro diagrama. Isto €, se damos um giro de meia volta num dos diagramas
obtemos o outro.

Curioso! Podemos identificd-los?!

Do ponto de vista matemadtico, a resposta € SIM, mas sob o aspecto educa-
cional seria mais conveniente colocar em discussio com os alunos e considerar
a opgido escolhida.

Decorrem do fato de os diagramas invertidos terem os mesmos niimeros em
c€lulas adjacentes as duas propriedades:

Proposigdo 1: A todo isolamento em diagrama retilineo corresponde um isola-
mento em diagrama invertido.

Proposicdo 2: A toda proximidade em diagrama retilineo corresponde uma
proximidade em diagrama invertido.

ATIVIDADES INICIAIS
Atividade 1: Sucessao: 1, 2 e 3.

Diagrama retilineo:
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A proximic \"4

Exploraghon I ade quado realizar uma mvcsligaclo él comy
balho dos alunos. Sugerimos para isso um controle do nimero wul de p
encontradas, que deve ser igual ao total de ordenagdes do conjunto ¢ le
{1,2,3), dadopor3 =3x2x1 =6

‘;|1|

}w.l-,
|y

Atividade 2: Sucessao: 1, 2, 3 e 4.

Diagrama retilineo

Problema: Descobrir sens isolamentos.

Resolugiio: O jogador poderd encontrar as solugdes por tentativa; poré -J
veniente o professor conduzir o raciocinio do aluno proporido uma busca lll
estudando posicionamentos para o |

Caso |; : : :

O 2, consecutivo do 1, necessariamente tem apenas dois posicionaments

possiveis:

No primeiro ndo hd possibilidade para colocar o 3, no segundo, sim, s o
consecumo do 3 serd seu vizinho. Resulta que este caso sé dd proximidade.

-G-GO

O 2 neste caso s6 tem um posicionamento possivel:

O-0-0-0

Resultando um isolamento; €, em consequéncia, o isolamento invertido,

Nora: Observar que ndo € preciso estudar os casos 3 e 4 respectivamente com o L.
terceira ¢ quarta célula.

Caso 2:

Comentirio: Dependendo da opgio dos alunos, temos nma sa solugio
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B ~ ESTRATEGIAS

A investigagdo sugerida constitui uma estralégia de descoberta, contuddo para
dizgramas retilineos oferecemos duas outras mais convenientes: a das Arvores de
Passibilidades e a dos Quadriculados de Permutagées.

B.1: ARVORES DE POSSIBILIDADES

Procuraremos expor a estratégia de descoberta dos isolamentos trabalbando sobre
asucessio 1,2,3,4¢ 5.

Nesta estratégia buscam-se separadamente os isolamentos, comegando como 1,
depois com o 2, e assim sucessivamente.

a) Como l:

[niciamos a drvore com a primeira célula preenchida com o 1:

Para a segunda célula da drvore, podemos usaro 3, 04 e 0 3, jd que o 2 ¢ con-
secutivo do |:

Continuando a drvore apés o 3. s6 podemos empregar o 5; apés 0 4, 56 0 2; depois
doS02eo3:

3 5

@& 1 4 2

. 5 2
3

Novamente em continuagio para a quarta célula teremos: no primeiro ramo,
apos 0 5,56 0 2, No segundo ramo, apds 0 2, 56 o 5. No terceiro, apés o 2, s6 0 4.
O quarto ramo, apés o 3, ndo pode ter continuagio, pois estio sobrando sé 0 2 e
o4, seus conseculivos.

144



- r
' i
\ 1 4 p—r 5
5 2 1

3 FIM

Finalmente, vejamos a quinta célula da drvore. No primeiro ramo (cad
podemos colocar o 4. No segundo ramo colocamos o 3. Porém, ¢ terceiro ramo i
pode ser continuado, j4 que estd sobrando 0 3 ¢ ele é consecutivo do 4; portanto, S84
cadeia deve ser finalizada.

3 5 2 1
@ 1 4 2 5 3
5 2 4 FIM
3 FIM

Temos, em consequéncia, comegando com o 1, 2 isolamentos: 1-3-5-2:4 &
14-2-5-3,
b) Com o 2 (sugerimos ao leitor construir a dvore completa);

3 5
4 |
5 R}
_ L——i
FIM
& : 3
1
4 M
5
3 | 4

"I'rés isolamentos: 2-4-1-3-5, 2-4-1-3-3 e 2-5-3-14.
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¢) Comoid

R 2 5
1
5 2 4
3
I 4 2
5
2 4 1

Quatro isolamentos; 3-1-4-2-3, 3-1-5.24, 3.5.1.4-2 ¢ 3.5.2.4.] .

d) Com o 4

3 5 2
|
5 2 FIM
4
3 |
2 5
I 3

Trés isolamentos: 4-1-3-5-2, 4-2-5-3.] ¢ 4-2-5-1-3,

¢ ComoSs

3 FIM
1
4 2 FIM
G— 5 2 4 1 3
3 | q 2

Dois isolamentos: 5-2-4-1-3 e 5-3-1-4.2.

-

Total de isolamentos: 2 + 3 + 4 + 3 + 2 = 14: dos quais temos, a rigor, 7
(metade de 14) isolamentos perfeitos, em razio da propriedade dos invertidos.
Existem os seguintes isolamentos: 1-3-5.2.4, 1-4.2.5-3, 2-4.1.3.5, 2-4-1.5-3, 2-5-3-

|, 3-1-4-2-5 e 3-1-5.2-4.
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B.2: QUADRICULADO DE PERMUTACGES:

Fase Preparatéria: Construir uim quadriculado n x n, onde 11 é o niimery
termos da sucessio de naturais.

Fase da descoberta

Passos:

l. Escolher um niamero x inicial.

2. Assinalar (alocar) a quadricula x da primeira linha

3. Eliminar todas as quadriculas da linha e da coluna que se cruzam na quadil
cula assinalada,

*. Eliminar as quadriculas inferiores vizinhas em diagonal.

3. Mudar para a linha seguinte assinalando (alocando. qualquer quadricula que
esteja vazia ainda nio utilizada (mas anotar em separaclo se existe outra opeio il
empregada).

6. Voltar aa passo 3 até que ndo seja possivel ocupar quadricula,

7. Verificar s todas as linhas possuem quadricula assinalada; se afirmativo ter
um isolamento. que é dado pelas ordens em coluna das assinalagoes 1alocagoes)

Nota: No caso de existir, em funcio do passo 5, outra op¢do anotada, ainda nio ey
pregada, repetir os passos até essa linha e assinalar a nova quadricula correspondente,
repetindo os passos seguintes.

[ustragio

Sucessio: 1,2,3,4¢$

Driagrama retilineo de cinco células.
Passo 1: Sejax = 2

Passos 2 ¢ 3

O
Passo 4 Passo 5 e 6 (volta ao 3)
O Q
O
Anetado
4da linha 2

“Tivemos a satisfagio de descobrir as dias eddral Fhds e 205
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Passo 4 (nada) e 5

Passo 5 ¢ 6 (volta ao 3), passo 4 (nada)

O Apatada
O 3dalinhnd
(@)
Passo 6 (volta ao 3) e 4
Anotade
4 da linka 4

Conclusao parcial: i que nio € possivel assinalar quadricula em continuagio,
nao obtivernos isolamento com essas escolhas. Paramos em 2-5-1-3, faltando o quinto

elemento.

Fazendo as alocagdes empregando as anotadas, obtemos:

Isolamento 2-4-1-3-5

Isolamento 2-5-3-14  Isolamento 2-4-1-5-3

Nota: Analogamente, podemos obter os isolamentos que comegam com o 1 assi-
nalando no quadriculado inicialmente a quadricula 1 da primeira linha, que sdo

[-3.5-24 e 14-2-5.3.

Também sio encontrados aqueles comegando com o 3, que sao 3-1-5-24, 3-1-
4-2-5, 3.5-2-4.1 e 3-5-1-4-2; porém, os dois ltimos (terminados em 1 ¢ 2) ndo podem
ser computados, pois jd foram considerados os seus invertidos respectivamente.

C ~ DESCOBRINDO ISOLAMENTOS EM DIAGRAMAS NAO RETILINEOS

C.1: POLIGONOS REGULARES

A estratégia gue apresentnmos nos parece Abviag basta encontrarines prmelsanen
fe solamentos retilineos (TR LTI 1) Ol rvarmos o ulummm ilo gml«




isolamento da primeira e da tiltima c€lula. Caso nio sejam consecutivos ¢ suficiente
“anir” as extremidades e dispor nos vértices do poligono regular.

Tustragio

Sucessao: 1, 2,3, 4¢3

Diagrama: Pentdgono regular

Resolugio: Consideremos os sete isolamentos encontrados para diagran
retilineo. 3

ISOLAMENTOS RETILINEOS SATISFAZ?
[-3-5-2-4 SIM
1-4-2-5-3 SIM
2-4-1.3-5 SIM
2-4.1-5-3 NAO
2-5-3-14 SIM
3.1-4-25 SIM
3-1-5-24 NAO

Solugdes:

g0’ ?




anferiores por rotagdes de 72% 2x72%, 3x72% ¢ 4x72". o 0 i obtidas por reflexio

em relagio a eixo mediatiiz de lado, sio consideradas equivalentes, Cadi wma serd
representante de uma classe de equivaléncia.

C.2: VARIOS DIAGRAMAS

Nos diagramas seguintes procuraremos mostrar como obter isolamentos usando
raciocinios especificos.

C.2.1: Diagrama: CRUZ
Hustragio

Sucessdo: 1,2, 3,4, 5, e 6,
Para facilitar as explicagdes, nomeamos as células da cruz coma, b, ¢, d. e, f.

Seja em b o nimero ; entio, necessariamente, o 2 serd colocado em d. Em
consequéncia, 0 3 ndo pode ser alocado em ¢, mas terd as opgdes a, ¢, f. Os nimeros
restantes, 4, 5 e 6, podem ficar nas trés células restantes de maneira arbitrdria,

Solugoes:

.

Sejaagora em b o mimero 2; entdo o 1 precisa ser colocado em d; mas 6 3 nio podera
ser colocado, ji que serd, em qualquer célula, vizinho do 2, que € seu consecutivo,
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Sucessio: 1,2, 3,4e5.

Seja o | alocado na célula a; entdo o 2 tem s6 duas opgoes: d ou ¢, Contudo,
alocando-o na célula d, o 3 ndo podera ser colocado. Resulta que o 2 deve ficar na
célula e, Tsso acarreta que o 3 € 0 4 devem ser colocados em b e em ¢, Mas agora 5
nio pode ser alocado, pois teremos proximidade.

Seja entio o 1 na célula d; necessariamente, o 2 deve ficar em a. Sobram os

niimeros 3, 4 ¢ 5; mas o 3 56 pode ocupar a célula e.
’

Solugao:

C.2.3: Diagrama GRAVATA BORBOLITA

Hustragao

Sucessio: 1.2,3,4,5¢b6.

No caso de o 1 ¢ o 3 serem alocados nas células do segmento de conexdo dos
tridingulos, ndo haverd possibilidade de alocagao do 2.

Sejam entio | e 4 colocados nessas células, E claro que se o 1 estd num dos
triingulos da gravata, o 2 estard no outro. Da mesma forma, o 3 estd em triingu-
lo oposto aa do 4. Segue necessariamente os posicionamentos do 5 e do 6. Em
resumo, as “asas da borboleta” serdo constituidas de mimeros de paridade oposta
(numa asa teremos impares e em outra estardo os pares}).

No caso de alocamos o 1 e o 6 nas células do segmento de conexio, verifica-
se fato tdéntico.

Na situagio do | ¢ do 5 estarem alocados no segmento de conexdo, o | obriga que
o 2 seja colocado em célula do mesmo tridngulo do 5. I lausivel que, contrariada

g q
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. MININ [ hIEh 1 : 2 |

deverd estar no tridngulo do 1. decorrendo que o4 precisa se
do 5, seu consecutivo, mas isso conduz a proximidade.

Solugdes:

C.2.3: Diagrama LOSANGULAR COM DOIS SEGMENTOS OPOSTOS
CONECTADOS

Hustragao

Sucessdo: 1,2,3,4,5¢6,

Seiam | ¢ 2 alocados nas células do losango comuns aos segmentos. A posigio
do 2 obriga que o 3 seja posicionado no extremo oposto do segmento do 1. Resulta
agora que os nimeros 4, 5 ¢ 6 podem ser colocados arbitrariamente nas trés células
restantes. Obtemos isolamenta. '

Caso substitufssemos | e 2 por 1 e 3, seria necessério colocarmos o 2 na célula
extremo do segmento do 3; mas entio seria vizinho do 3, seut consecutivo.

Na caso de usarmos | ¢ 4, 0 4 obrigaria colocarmos 0 3 ¢ 0 5 na célula extremo
do segmento do 1, 0 que é absurdo.

Analogamente, empregando 1 e 5, 0 4 ¢ 0 6 deveriam ocupar a mesma célula,
0 que € impossivel,

Teremos fato parecido se utilizarmos 1 ¢ 6.

Selugao com o I na parte central:

NoTa: Existem outros isolamentas com outros pares de niimeros na parle central,
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Sucessao: 1, 2,3,4,5¢e6

Podemos considerar as seis células em vértices de um hexdgono regular ¢ o lade
comum como uma diagonal maior, j que essas figuras sdo “topologicamente” iguiiy,
Resulta a possibilidade de usar o procedimento de busca de isolamento em poligonn
regular, claro, acrescido de algum defalhe.

Seia o isolamento 1-4-2-5-3-6, de diagrama retilineo com seis células e com extres
midades dadas por ntimeros ndo consecutivos, Podemos “unir™ as pontas € estendedo

nas células do hexigono regular,
‘

0§"‘:Q

Observa-se que s diagonais maiores contém os pares 1-5, 43 ¢ 2-6. O segnndo
par é composto de nimeros consecutivos, portanto, nio serve, jd que serdo vizinhos:
no diagrama proposto. Os outros dois pares fornecerio isolamentos.

Nora: Existem outros isolamentos para este diagrama obtidos dos demais isolamentox
retilineos de seis mimeros.

€.2.3: Diagrama QUADRICULADO 2X2
Hustracdo

Solugoes:

Sucessao: 1, 2,3,4,5,6,7,5¢9.
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urbi trarluﬁa'enfé um dos ht\mcio: ¢ 0 alocamos 1 cllvulh central

aj Sejao l.

Colocamos 0 2, seu iinico consecutivo posterior, num dos cantos, para que no seja
vizinho do 1. A partir do 2 vamos, sucessivamente, dando a volta, alocando niimeros
em célula vizinha desde que ndo coloquemos vizinhos dois consecutivos.

Nora: Quando o nimero central ndo é o 1 nem o 9 ele possui dois consecutivos (an-
terior e posterior); basta colocd-los em dois cantos, & o procedimento serd o mesmo,
IX claro que algumas vezes havers a necessidade de se refazer alocagoes.

D — ATIVIDADES PRATICAS E TEORICAS

Atividade 1; 3
Sucessio: 1,2, 3.4, 5 ¢ 6. O_O_O_O_O_O
Diagrama: Retilineo.

Problema: Descobrir alguns isolamentos usando Arvore de Possibilidades de ori-
gem o nimero 3, ou Quadriculado de Permutagaes comegando com o mimero 4,

Atividade 2
Sucessdo: 1,2,3,4,5 ¢ 6.
Diagrama: Octégono regular.

Problema: Descobrir alguns isolamentos utilizando isolamentos retilineos.

Atividade 3
Sucessdo: 1,2.3.4.5e6.

Diagrama: Cruz

Problema: Descobrir se existem ou nio isolamentos nos casosde 03,04, 05
ou o 6 serem alocados no cruzamento. Pede-se para mostrd-los se existirem. Em caso
contrario, explicar o motivo.

Atividade 4
Sucessio 1,2, 3 ¢ 4.
2} Diagrama: Quadrado.
b) Diagrama: Triangular.

Problema: Por que ambos nio
possuem isolamento?
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Diagrama: Pipa.

Problema: Descobrir isolamentos com o
nimero 2, 0 3 ou o 4 alocados na célula da cauda.

Atividade 6
Sucessio: 1,2,3.4,5¢6,
Diagrama: Gravata borboleta.

Problema: Descobrir se existem isolamentos
quando os pares de nimeros seguintes estao
alocados nas células centrais:

alZet:b)2e5;c13e5;d 3eb.

Se nio existirem, explicar o motivo.

Atividade 7
Sucessao: 1,2,3,4,5¢6,
Diagrama:

Problema: Descobrir se existem isolamentos
quando os pares de mimeros seguintes estio
alocados nas células que possuem trés conexaes:

aj2e3bi2etcl2e5;d 4eb.

Se nio existirem, explicar a razdo.

Atividade 8

Sucessdo: 1,2, 3,4, 5 ¢ 6.
Diagrama: Dois quadrados.

Problema: Descobrir isolamentos usando o

isolamento retilinco 4-2-5-3-1-6 ou 5-2-4-6-3-1

e explicar o maotivo de sen procedimento.
Atividade 9

Sucessio: 1,2,3,4.5.6,7, 8¢ 9.
Diagrama: Quadriculado 2X 2.
Problema: Descobrir oito isolamentos;
cada um com a célula central alocada

por nimeros diferentes.
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~ Diagrar x"l'l'esq\wdmdos

Ptoblema: Descobrir pelo
menos dois isolamentos.

Aquele que tentou e nada conseguiu
€ superior aquele que nio tentou.

WILKINSON.

Uma grave falha que um estudante
pode cometer ¢ uio,t" ntar resolver
medo de errar,
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toes e a dirigiu por oito anos. No
ensino superior, obteve os titulos
de doutor, livre docente e professor
adjunto. Atualmente, é professor
titular aposentado da UNESP.




Ruy Madsen Barbosa apresenta, na série 0 Professor de Matematica
em Ac¢ao, obras inovadoras sobre recreacoes matematicas e matenal peda-
gogico para a sala de aula e para a formacdo do professor de matematica.
0 primeiro volume se inicia com uma preparagdo do raciocinio l6gico para,
na sua segunda parte, fornecer farto material sobre coloracdo de poligonos
¢ poliedros, especialmente cubos. Em seguida, ele brinda o leitor com
recreacdes de algarismos e nmeros, em um interessante movimento de
“descoberta passo a passo”. Por fim, ha no volume I divisao de figuras,
redes de pontos e jogo dos isolamentos.

No segundo volume, os professores encontrardo um amplo estudo
do material pedagogico “triangulos companheiros” relacionado com as
modernas pecas de Penrose. 0 autor dedica atencdo especial & sucessdo de
Fibonacci nos aspectos matematicos e naqueles relacionados a natureza e
a sua ubiquidade; as suas aplicagdes curiosas a triangulos 5-congruentes
nao congruentes e as ternas pitagodricas, além de contemplar as decompo-
sicoes de quadrados em quadrados fibonacianos. A sequnda parte trata de
poliminds, poliamondes, polihexes e policubos. O volume II trata, ainda,
dos problemas de balangas e dos pesos aferidos. Com essas publicacoes,
0 autor ultrapassa 30 livros.
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